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1 תקציר 
בעיית הנראות במרחב הינה בעיה שכיחה אשר מתעוררת בהקשרים שונים. סימולטורים, משחקי מחשב, יישומי שליטה ובקרה , מערכות מידע גאוגרפי – הינן דוגמאות לאפליקציות השואפות להציג את המידע הקיים במרחב ביעילות מירבית. לכן ציור כל העצמים בתמונה, אפילו אם עצם מוסתר ע"י עצם אחר, יגרום לירידה קשה בביצועי הציור. בדרך כלל, התמונה יכולה להכיל מספר רב של עצמים ולכן אפילו עם החומרה המתקדמת ביותר תהליך הציור יכול להתארך. 
התפתחותה של הגרפיקה הממוחשבת הובילה לפיתוח של אלגוריתמים רבים לייעול שיטת הציור.  חלק מהאלגוריתמים אכן הצליחו לפתור את בעיית יעילות הציור בצורה חלקית ואחרים פעלו עם מגבלות מסוימות. על מנת  להבטיח את היעילות של האלגוריתם המצייר את התמונה, עלינו להיות מסוגלים למיין את העצמים כפי שהם מוצגים במרחב. אולם, בעיית המיון מכילה בתוכה שני קשיים עיקריים: ביצועיי המיון וישימות המיון במקרה של הסתרות מעגליות.
בעבודה הזאת אתמקד בשיטת חלוקת המרחב באמצעות עצי BSP. אראה כיצד עצי BSP עוזרים לנו בפתרון בעיית הנראות במרחב, בדגש על תהליך הבניה (מיון וחיפוש) ואבחן את הסיבוכיות של מבנה הנתונים. כמו כן אסקור בעבודה את השימוש בעצי BSP כפתרון לבעיות שונות בעולם הגרפיקה הממוחשבת, מערכות מידע גאוגרפיות ורובוטיקה. 
2 מבוא
ניתן לראות שימושים שונים ומגוונים לאפליקציות ממוחשבות המאפשרות למשתמש לעבד ולהציג נתונים רבים בזמן קצר.
המצב כיום בעולם התעופה הוא שהטייסים מתחילים את דרכם בטיסה ללא המראה אמיתית, ללא סיכון התרסקות, זאת הודות לשימוש בסימולאטורים לטיסה. יכולת הסימולטורים לדמות מצבים כמעט זהים לזמן אמת בקצבים מאוד גבהים, מאפשרים להכשיר טייסים לפני המראתם הראשונה. חשוב מאוד להבטיח בתוכנת הסימולטור שהטייס יראה בדיוק את מה שהוא אמור לראות בגובה,  ושהתמונה תשתנה בהתאם לטיסה. מכאן, יכולת הציור המהירה של כל הפריטים הרלוונטיים הינה חשובה ביותר.
מכבי אש משתמשים במערכות ממ"ג* ( מערכות מידע גאוגרפי) על מנת לנתח את השטח בו מתרחשת השריפה ולתכנן בצורה מיטבית את דרכי הפעולה בעת האירוע. ניתוחי שטח, כגון קו הראיה למקור השריפה ואבחון של שטחים נצפים ממיקום צוות הכיבוי, הינם קלטים חשובים להצלחת תהליך כיבוי האש. הצגת הפלט הוויזואלי של הניתוח במהירות המרבית הינו תנאי חשוב למערכות ממ"ג.
משחקי מחשב עכשוויים מכילים רבדים עלילתיים מרשימים לצד תצוגה גרפית משובחת. עם זאת, האלמנט שלפיו בדרך כלל שופטים את איכותו של משחק מחשב - הוא המשחקיות, שהיא אופי האינטראקציה בין המשחק לבין השחקן. האינטראקציה בין המשחק לשחקן מתבססת על יכולות התוכנה והחומרה, המעניקות לשחקן חווית משחק עשירה הן בפרטים והן בזמני תגובה מהירים. כאמור, ביישומים מודרניים, בין אם מדובר בסימולטורים, במערכות ממ"ג או במשחקי מחשב, קיימת דרישה להציג בו זמנית כמות עצומה של פריטים במרחב. הדרישה מחייבת את המחשב לבצע עיבוד מהיר ולצייר מספר רב של עצמים. על מנת לעמוד במשימה ולספק ביצועים מטיבים, נדרשת אופטימיזציה מרבית. עלינו לחשב אילו פריטים נראים כעת ונדרשים להצגה ואילו פריטים מוסתרים במלואם או חלקית ולכן ניתן לדלג עליהם בזמן הציור. התהליך המבצע את חישובי הקדם ואת הציור נקרא תהליך רנדור*.
העבודה הנוכחית תעסוק בנושאים הקשורים לשאלת הנראות במרחב, לחלוקת המרחב ולמבנים של נתונים אשר יכולים לעזור בחישובי הנראות. שאלת הנראות יכולה לשמש לא רק לתהליך הציור אלא גם לשמש לחישובים מורכבים יותר, כאשר היישומיים מתבקשים לחשב קו ראיה פוטנציאלי הרבה מעבר לשטח הנראה לפי האילוצים הנתונים ( פני שטח, עוצמה וכיוון האור). החישובים האלו יכולים להיות מורכבים מאוד מכיוון שבתמונה יכולים להשתתף כמות עצומה של פריטים. אם כך, כיצד נבטיח את החישוב המהיר ביותר? 
על מנת לענות על השאלות שהועלו לעיל, נראה תחילה את התפתחות הגרפיקה הממוחשבת בנושא הנראות.
עם התפתחות הגרפיקה הממוחשבת התפתחה במקביל החשיבה לייעול תהליך בדיקת הנראות עבור עצמים במרחב. אולם, ככל שהטכנולוגיה התקדמה, נוצרו בעיות חדשות הנוגעות לנראות, החל מבעיית קווי ראיה מוסתרים בתחילת שנות ה-60, שטחים מוסתרים בסוף שנות ה-60, ועד למיון בסיסי של עצמים במרחב  באמצע שנות ה- 70.
מבנה נתונים אשר אפשר לראשונה מיון העצמים במרחב הינו מבנה BSP. מבנה עצי BSP הוצג לראשונה בשנת 1980 ע"י שלושה חוקרים פוצס, קדם וניילור. החוקרים פרסמו שני מאמרים שמציגים את השימושיות של עצי BSP ואת אופן המימוש שלהם. 
שני מאמרים בשם: "Predeterming Visibility Priority in 3-D Scenes" [9] ו-"On Visible Surface Generation by A Priori Tree Structures" [8]  מתמקדים בייעול תהליך הרנדור בתמונות סטטיות ומתארים עץ BSP כבעל חלוקה היררכית של המרחב לתת-מרחבים קמורים. 
אם בין שנות ה- 70 עד שנת 1992 משחקי מחשב ניהלו את העצמים כמצולעים סטאטיים, הרי שבשנת 1992 פרסם ברוס ניילור [12] לראשונה אלגוריתם המבוסס על עץ BSP המאפשר הצגת עצמים בזמן אמת במרחב. הגרסה הדו-ממדית של האלגוריתם באה לידי ביטוי במשחק "Doom" של חברתSoftware  ID בשנת 1993. בשנת 1995 יצא לאור משחק ראשון אשר השתמש בגרסה תלת-ממדית של האלגוריתם בשם “Descent”, ע"י חברת Parallax Software. שנה מאוחר יותר, ID Software הוציאה את המשחק “Quake”. 
מייצרי “Descent” מצאו שימוש נוסף לאלגוריתם של ניילור. הם גילו שהאלגוריתם יכול לשפר משמעותית את הביצועים של כרטיסי מסך – בדיקת המיקום של הפיקסל ואז פסילתו לציור ברמת החומרה מהיר בהרבה מאשר אותה בדיקה ברמת התוכנה. כרטיס המסך של Descent מיין את העצמים לפי האלגוריתם של ניילור ואז השתמש בחוצץ – z על מנת לעבור על עצמים ולצייר אותם.
כפי שכבר הוזכר קודם, קיים מגוון רחב של תחומים בהם ניתן למצוא שימוש בעצי BSP לניהול נתונים מרחביים. ננסה למנות את התחומים העיקריים:

1. גרפיקה ממוחשבת – עץ BSP הינו מבנה נתונים יעיל לחלוקת המרחב וייצוג סצנות דינמיות. עקב כך קיים שימוש רחב בעצי BSP בתוכניות CAD ותהליך ציור התמונה (rendering).
2. מחיקת השטח המוצל - כאשר מחשב מחולל תמונה כלשהי, מדובר בעיבוד מיליוני מצולעים, כאשר כל אחד מהמצולעים, בצורה תאורטית, יכול להצטייר בכל מחזור ציור הסצנה. השאלה החשובה במקרה זה היא כיצד להימנע בצורה יעילה מציור מצולעים שאינם נראים לעין מלכתחילה. אנחנו מגדירים את הבעיה כ"בעיית השטחים המוצלים". נראה בהמשך שימוש בעצי BSP כפתרון הבעיה.
3. מעקב אחר קרני אור -  מתייחס לניתוח מסלול קרן האור לפני ואחרי פגיעתה בפני השטח. האלגוריתם למעקב אחרי קרנות האור אשר משלב עץ BSP הופך להיות מעבר פשוט על העץ.
4. זיהוי התנגשות – בהינתן שני עצמים אשר נמצאים בתנועה, ניתן לחשב באמצעות עץ BSP האם העצמים יתנגשו. מספר משחקי מחשב (למשל Quake) השתמשו בשיטה זו.
5. חישוב השטחים המוצלים – בעולם האמיתי, כל עצם מטיל צל.  ניתן להשתמש בעצי BSP לפתרון בעיית חישוב השטחים המוצלים. אנחנו נראה בהמשך כיצד משתמשים בעץ BSP על מנת לחשב שטח מוצל של סצנה מסוימת בהינתן מקור אור סטטי או אפילו דינמי.
6. תהליך הציור – מספר אלגוריתמים לציור משתמשים בעץ BSP על מנת לבצע מיון מרחבי ולפתור מקרי קצה שונים בתהליך הציור.  נתעמק בתחום זה על בסיס דוגמא של אלגוריתם   נפוץ מאוד – "אלגוריתם הצייר".
7. מערכות מידע גיאוגרפיות (GIS) – במערכות GIS נדרשת בדרך כלל יכולת ניתוחים מורכבים על מספר רב של עצמים. אחת מן השאלות הנפוצות בעולם ה-GIS היא שאלת הנראות - שטחים נצפים (חישוב השטחים הנראים והמוסתרים מנקודת תצפית). כדי שבדיקת הנראות תהיה יעילה, נדרש מיון של העצמים המרכיבים את תמונת המרחב.
8. תכנון תנועת הרובוטים במרחב – בתחום הרובוטיקה קיים שימוש נרחב בעצי BSP במטרה לחשב תנועות הרובוט בתוך אוסף תאים אשר מרכיבים סצנה כלשהי. הרעיון העיקרי מבוסס על המרחב אשר מכיל את מסלול הרובוט, מנקודת המוצא שלו ועד נקודת היעד, כאשר כל מרחב ניתן לחלק לאזורים קטנים הנקראים תאים.  לאחר חלוקת המרחב לתאים, בונים גרף קישוריות המבוסס על תאים, כך שהצמתים מייצגים את התאים במרחב וצלעות מייצגות את התאים הסמוכים אליהם. לאחר בניית הגרף, ניתן לבנות מסלול לתנועת הרובוט אשר משרטט דרך מנקודת המוצא עד לנקודת היעד.
3 מטרת העבודה 
לחקור שיטות קיימות לבדיקת הנראות במרחב בדגש על מבנה הנתונים - עץ BSP, ודרכי השימוש בו במקרים שונים. 
4 שיטה
4.1 אלגוריתמים ישנים ו-BSP
האלגוריתם הנאיבי לציור הישויות נקרא אלגוריתם חוצץ ה-z (חוצץ העומק). 

האלגוריתם הנאיבי מגדיר את נקודת התצפית כנקודת ה-0 בציר z.
 מגדירים שני חוצצים: 

חוצץ העומק וחוצץ התמונה.
 חוצץ התמונה שומר עבור כל פיקסל את הצבע של העצם הנראה הנוכחי (מבין העצמים אשר נבדקו עד כה).

חוצץ העומק שומר את ערך קואורדינטת ה-z של העצם הנראה בכל פיקסל נתון.

כאשר בודקים עצם חדש, בודקים עבור כל פיקסל האם הערך של קואורדינטה ה-z קטנה מזו שנשמרת בחוצץ העומק עבור הפיקסל. במידה וכן, רושמים את צבע הפיקסל של העצם הנראה ומחליפים את ערך ה-z של הפיקסל בחוצץ העומק. 

האלגוריתם הנאיבי פשוט מאוד למימוש ברמת החומרה, אך דורש זיכרון רב  נוסף. חוץ מדרישת הזיכרון קיים גם בזבוז בחישובים רבים עבור אותו פיקסל.

גרסה של האלגוריתם הנאיבי הינה אלגוריתם הצייר (painter’s algorithm) אשר פותר את בעיית המיקום הנוסף ע"י מיון מקדים של העצמים לפי מרחקם מנקודת התצפית. לאחר המיון, העצמים נסרקים לפי העומק. כאשר העצם נסרק אין צורך לבצע שום בדיקה עבור קואורדינטת ה-z, אלא רק לרשום את צבע הפיקסל לתוך חוצץ התמונה.
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איור 1 - אלגוריתם הצייר (מתוך 21)
באיור 1 ניתן לראות איך משלימים את התמונה באמצעות אלגוריתם הצייר בצורה הדרגתית. קודם כל יש לצייר את ההרים הנמצאים רחוק ביותר ממקור האור. לאחר מכן נצייר את הדשא וגבעות. אחרונים מתווספים לתמונה העצים. בכל שלב של הציור העצמים שמתווספים יכולים להסתיר חלקית את העצמים שצוירו בשלב הקודם. 

השימוש בפתרון זה בצורה המיטבית מותנה ביכולת שלנו למיין את העצמים השונים בצורה היעילה ביותר. אולם, אין זה פשוט כלל, בעיקר משום שהמיון לפי עומק (depth order) לא תמיד קיים (באיור 2 ניתן לראות היווצרות מעגלים ביחסים בין העצמים).
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איור 2 - עצמים נחתכים (מתוך [21])
במידה וברצוננו להשתמש באלגוריתם הצייר ביישומים אשר דורשים רמת ביצועים גבוהה         (כגון: סימולטורים, מערכות ממ"ג וכו') עלינו לבצע חישוב מקדים אשר יבטיח לנו ציור מהיר עבור כל נקודה במרחב. מבנה הנתונים אשר תואם למטרה זו הוא עץ ה-BSP (חלוקת המרחב הבינארית) [7].

4.2  עץ BSP
 קודם כל נראה מה זה עץ BSP, ננתח את תהליך הבניה שלו ואת הסיבוכיות.

עץ BSP מתבסס על העיקרון של חלוקת המרחב לשני חלקים עד שאחד מתנאי העצירה מתקיים. בתהליך החלוקה גם העצמים יכולים להתחלק, עד שהמרכיבים שלהם יהיו פשוטים. באיור 3 מוצגת דוגמא לעץ BSP במרחב דו ממדי.
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איור 3  - חלקות המרחב הבינרית (מתוך [21])
בחירת המישור אשר יחלק את המרחב לשניים הוא נושא חשוב ביותר בתהליך בניית עץ BSP. בחירה לא נכונה יכולה להשפיע משמעותית על הסיבוכיות של הפעולות על העץ.
בדוגמא שלנו המישור הראשון שנבחר לחלק את המרחב הינו המישור p1. הוא מחלק את העצמים לשתי קבוצות {A,E,F} – ו-{B,C,D}. את הקבוצה הראשונה אנחנו מציבים בחלק השמאלי של העץ ואת החלק השני בענף הימני של העץ. המישור p2 מסמן את החלוקה של הקבוצה הראשונה והופך להיות שורש התת-עץ השמאלי. בצד הימני של p2 נמצאים שני עצמים {E,F} ובצד השמאלי עצם בודד {A} שמייצג עלה של העץ. המישור p3 מפריד בין שני העצמים {E} ו-  {F} . 
כעת ננתח את זמן הבניה ואת סיבוכיות המקום של עץ BSP. ברור שבמהלך בניית עץ BSP יכול להיווצר מצב בו מספר עצמים ייחתכו ע"י המישור המפריד וכך בעצם נקבל שני עצמים, במקום אחד. 
בהתחלה פותחו מספר אלגוריתמים לא יעילים אשר בנו עץ BSP בגודל Ω(n²) במרחב            הדו- ממדי ו-Ω(n³) במרחב התלת-ממדי. מאוחר יותר החוקרים פטרסון ויאו [13] הוכיחו שהגודל האופטימלי של העץ BSP במרחב (במקרה הגרוע ביותר) הינו Θ(n²) ובמרחב הדו-ממדי הינו   Θ(n log(n)). 
כיצד נבחר את סדר החלוקה של המרחב על מנת להבטיח את היעילות המירבית של האלגוריתם? האם הסדר הנבחר מבטיח לנו את גודל העץ המינימלי?
מציאת הבחירה אשר תבטיח לנו את בניית העץ בגודל מינימלי, היא בעיה מורכבת. ברור שבחינה של כל אפשרויות הבחירה אינה יעילה. מכיוון שאין לנו דרך לדעת כיצד לבצע את הבחירה בצורה יעילה,  ננסה להשתמש בבחירה אקראית. 
לפני ביצוע בחירה אקראית נניח שביכולתנו לבחור מספר קטעים אשר יגדירו את הכיוון של 
חלוקת המרחב בצורה יעילה. נבנה בעזרת הקטעים האלו עץ BSP, כאשר כל צומת בעץ מייצג קו הפרדה לתת-שטחים במרחב. 
כעת נתמקד באחד התת-שטחים f. נניח ש-f מכיל קטע שחוצה את f במלואו, כלומר הבחירה של הקטע יכול להוות בסיס לקו ההפרדה שאינו גורם לחלוקה של הקטעים האחרים הנמצאים בתוך f. את הקטע עליו מתבסס קו ההפרדה ניתן להוציא מהחישובים העתידיים. נקרא לחלוקה המתבססת על הקטעים מסוג זה חלוקה חופשית. חבל לא לנצל חלוקה כזאת. על מנת לשפר את הבחירה נשתמש בחלוקה החופשית כל פעם שניתן ובשאר המקרים נבצע בחירה אקראית. ברוב המקרים החלוקה האקראית תיצור עץ BSP בגודל קטן מהמקרה הגרוע ביותר.  
כעת נגדיר מספר מושגים וסימנים בהם נשתמש בהמשך העבודה.

עץ BSP עבור אוסף S של n עצמים במרחב Rd הינו עץ בינרי T בעל התכונות הבאות:

1. כל צומת פנימי או עלה v מתאים לתת אוסף region(v) ב-Rd, נקרא לו התחום של v. התחומים האלו לא נשמרים ביחד עם הצמתים. כאשר v הינו עלה, אנחנו מתייחסים לתחום שלו כאל תא. כך שמושג התחום של v יכול לשמש את הצמתים הפנימיים ואת העלים, אבל המושג "תא" שמור לתחום של עלה בלבד. שורש העץ root(T) מתאים למרחב Rd .
2. כל צומת פנימי v שומר מישור h(v). אנחנו קוראים למישור הזה "מישור התפצלות"  (במקרה של מרחב דו ממדי מדובר בקו מפצל). הבן השמאלי של הצומת v מגדיר מרחב חיתוך בין תחום v לבין התת-מישור השמאלי ( region(v)∩h(v-) ). הבן הימני של הצומת מגדיר בהתאם מרחב חיתוך בין תחום v לבין התת-מישור הימני                           ( region(v)∩h(v+) ). הצומת v שומר בנוסף למישור h(v) גם רשימה L(v) הכוללת את כל העצמים המוכלים במישור h(v) אשר חותכים את התחום של v. נציין שהרשימה תהיה תמיד ריקה כאשר עצמים ב-S הינם מממד d (ממד המרחב).
3. כל עלה μ שומר רשימה L(μ) הכוללת את כל העצמים  ב-S החותכים את השטח הפנימי של תחום (μ).
נציין שאנחנו לא מגבילים את כמות העצמים שיכולים להישמר בעלה בודד. במידה והעצמים בקלט לא נחתכים ביניהם ומהווים ביחד צורה קמורה, אנחנו יכולים להחליף כל עלה בעץ בגודל קבוע כך שכל עלה חדש יכיל רק עצם אחד לכל היותר. השינוי הזה אינו משפיע על סיבוכיות החיפוש והבניה.
נגדיר את גודל עץ BSP כמספר הכולל של הצמתים  פלוס הגודל הכולל של כל הרשימות L(v), כאשר v מייצג גם את הצמתים הפנימיים וגם את העלים. עבור צומת v שמשתמשים ב-T(v) על מנת לסמן תת-עץ של T כאשר השורש שלו הינו הצומת v. אנחנו נסמן את עומק העץ T              ב-depth(T). נצא מנקודת הנחה שכל העצמים בקלט, ובנוסף לכך גם מרחב השאילתא, הם בעלי סיבוכיות קבועה, זאת אומרת, אנחנו מסוגלים לחשב את חיתוך כל עצם בקלט עם מרחב השאילתה ב-O(1).
נתמקד כעת בבנית עץ BSP במרחב הדו-ממדי.
יהיה S אוסף של סגמנטים לא נחתכים במרחב. בפרק זה אני אתאר את השיטה הכללית לבנית עץ BSP עבור S, המבוסס על עץ BSP על נקודות הקצה של S. השיטה משתמשת בעץ סגמנטים (segment - tree) כמו קירוב. הקושי העיקרי בשיטת הקירוב, ביחס לשיטות אחרות, הוא להבטיח שאנחנו עובדים רק עם החלקים הרלוונטיים של העץ במהלך הבנייה הרקורסיבית ולסנן חלקים לא רלוונטיים. הסינון יתבצע בזהירות מכיוון שסינון יתר יכול להשפיע לרעה על זמן החיפוש בעתיד. המשפט הבא מסכם את הפרק הזה:

תהיה R משפחה של סגמנטים לא מורכבים במרחב R². נניח שעבור כל תת קבוצה P של n נקודות ב-R² קיים עץ BSP Tp בגודל לינארי ביחס לכמות הנקודות, כאשר כל עלה מכיל לפחות נקודה אחת מתוך P.  לפי ההגדרה הזאת, כל שאילתה Q עם התחום מ-R חותכת לכל היותר v(Tp,Q) תאים ב - BSP חלוקה. לכן עבור קבוצה S של סגמנטים זרים ב-R² קיים עץ BSP עם התכונות הבאות:
1. יהיה Tp עץ BSP עבור תת קבוצה P של n נקודות במרחב R².
2. יהיה Ts עץ BSP עבור תת קבוצה S של סגמנטים זרים במרחב R².
3. עומק של Ts הוא (עומק של Tp) O
4. גודל Ts הוא (עומק Tp כפול n) O

5. כל שאילתה עם תחום Q מ-R סורקת לכל היותר 



 * depth(Tp)) ((v(Tp,Q) + k)O צמתים מתוך Ts, כאשר k הינו מספר הסגמנטים החותכים את Q.
עץ BSP עבור Ts יכול להיבנות בזמן (n * depth(Tp)) O.

4.3 בניה של עץ BSP
יהיה P אוסף מקטעים בעלי שתי נקודות קצה ב – S, ויהיה Tp עץ BSP עבור P. אנחנו מניחים  ש-Tp בגודל O(n) ושהעלים של Tp שומרים לפחות נקודה אחת מתוך S.
עץ BSP Ts עבור S נבנה באופן רקורסיבי מתוך Tp. 
יהיה v צומת בתוך Tp. אנחנו קוראים לקטע s Є S קצר ב-v אם התחום של v כולל את נקודות הקצה של הקטע. אנחנו קוראים למקטע ארוך במידה והקטע חותך את התחום של v והקטע קצר עבור אב של v.
בקריאה רקורסיבית קיימים שני פרמטרים: צומת v מתוך T ותת אוסף S*, שנגזר מתוך S ע"י החיתוך עם תחום של v. הבניה הרקורסיבית תבנה עץ BSP Ts* עבור S* מבוסס על Tp(v). 
בהתחלה v = root(Tp) ו-S* = S. נפרט את האלגוריתם בהמשך ועכשיו נציג את הפסידו-קוד:  
(נגדיר קודם מבנה נתונים עבור צומת בתוך עץ ה-BSP):
struct  BSP_tree

     {

        plane     partition;

        list      polygons;

        BSP_tree  *front,

                  *back;

     };

מבנה הנתונים שומר עבור כל צומת בעץ את המישור אשר מחלק את המרחב, רשימת המצולעים השייכים לתחום של הצומת, מצביע לצמתים בעץ הנמצאים בשני הצדדים של המישור המחלק.
האלגוריתם יעבוד בצורה הבא: 

     Build_BSP_Tree (BSP_tree tree, list polygons)

     {

        polygon   root = polygons.Get_From_List ();

        tree->partition = root->Get_Plane ();

        tree->polygons.Add_To_List (root);

        list      front_list,

                  back_list;

        polygon   poly;

        while ((poly = polygons.Get_From_List ()) != 0)

        {

           int   result = tree->partition.Classify_Polygon (poly);

           switch (result)

           {

              case COINCIDENT:

                 tree->polygons.Add_To_List (poly);

                 break;

              case IN_BACK_OF:

                 back_list.Add_To_List (poly);

                 break;

              case IN_FRONT_OF:

                 front_list.Add_To_List (poly);

                 break;

              case SPANNING:

                 polygon   front_piece, *back_piece;

   Split_Polygon (poly, tree->partition, front_piece, back_piece);

                 back_list.Add_To_List (back_piece);

                 front_list.Add_To_List (front_piece);

                 break;

           }

        }

        if ( ! front_list.Is_Empty_List ())

        {

           tree->front = new BSP_tree;

           Build_BSP_Tree (tree->front, front_list);

        }

        if ( ! back_list.Is_Empty_List ())

        {

           tree->back = new BSP_tree;

           Build_BSP_Tree (tree->back, back_list);

        }

     }

הרקורסיה עוצרת כאשר התת קבוצה S* ריקה, קרי Ts* הינו עלה בודד.  
במהלך העבודה של הפונקציה הרקורסיבית נדע עבור כל קטע או לפעמים חלק של הקטע
 ב-S* אילו נקודות הקצה נמצאות על הגבול של התחום של v, במידה שיש אחת כזאת. זאת אומרת אנחנו נדע האם הקטע "קצר" או "ארוך". את המידע הזה ניתן לגלות תוך כדי מעבר רקורסיבי ללא תקורה משמעותית. 
יהיה L תת אוסף סגמנטים מתוך S* ארוכים ב - v. הקריאה הרקורסיבית מתבצעת בצורה הבאה:
1 L ריק
אנחנו קודם מחשבים את שני התת-אוספים אשר נוצרו ע"י חלוקת האוסף ע"י הסגמנט v                                        
{ Sl = S* ∩ h(v)-  ו- Sr = S* ∩ h(v)+}. במידה שגם Sr וגם Sl אינם ריקים אנחנו מייצרים צומת שורש עבור Ts* ששומר את h(v) כקו חלוקה. אנחנו ממשיכים בצורה רקורסיבית עם הבן השמאלי של v ועם Sl על מנת לבנות את התת-עץ השמאלי ועם הבן הימני של v ו-Sr על מנת לבנות את התת-עץ הימני.
אם אחד מהתת-אוספים Sr או Sl ריק, אז כנראה שהקו המחלק h(v) מיותר ב-Ts* וניתן להוציא אותו מתוך Ts*. עלינו להיזהר לא לפגוע בביצועי השליפה בעתיד: מחיקה של h(v) יכולה לגרום לקוים מחלקים אחרים, אשר מסתיימים ב - h(v), להמשיך הלאה. על מנת למנוע מצבים אלו נגדיר מושג: צומת T הינו צומת של חלוקת המרחב הבינרית המקורית שהושפע מ-Tp. במלים אחרות, צומת T הוא נקודת הקצה של הסגמנט המוגדר ע"י החיתוך של h(μ) עם התחום של μ, כאשר μ הינו צומת ב-Tp. באיור a4 ניתן לראות את צומת T שנוצר ע"י החיתוך בין h(μ) ו- h(v), בחלוקה המוצגת ב-4b אין שום צומת T. על מנת להחליט האם להשתמש ב-h(v) או לא אנחנו בודקים האם החיתוך של h(v) ותחום השורש של Ts* (נקרא לו R) מכילים את הצומת T. אנחנו לא מעוניינים במקרה בו השורש של Ts* מכיל את הקו המחלק h(v) ואחד משני החלקים
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איור 4 - BSP - צומת T (מתוך [17])
בעץ יהיה ריק והשני יכיל אוסף לא ריק אשר נבנה בצורה רקורסיבית. במקרה שהחיתוך של h(v) ו-R אינו מכיל את הצומת T, נקבל עץ Ts* שנבנה רקורסיבית ואף צומת שלו לא מכיל את h(v).
2 L אינו ריק.
נתבונן בחלוקה R המבוססת על m = |L| + 1 "קטעים ארוכים". התוצאה של החלוקה הם תת-אזורים R1,…,Rm. נבצע את הצעדים הבאים:
1. ניקח תת-קבוצה הכוללת את כל הקטעים ב-S* פרט לאלו שמשתייכים ל-L ונחלק ל-m תת-קבוצות S*1 ,…, S*m,, כאשר S*i כולל קטעים הנמצאים בתוך Ri.
2. נבנה עץ בינארי T עם m-1 צמתים פנימיים שמכילים את קווי החלוקה המבוססים על הקטעים הארוכים. אנחנו קוראים לקו מחלק כזה "חלוקה חופשית" (free cut) 
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איור 5  - חלוקה חופשית  (מתוך [18])
3. מכיוון שהוא לא גורם לשום חלוקה נוספת. עלים של T מתייחסים ל-Ri ומשמשים כשורשים של תת-עצים אשר ייווצרו עבור S*i. על מנת לשמור על גובה העץ מוגבל ע"י O(depth(Tp)) עלינו לשמור עץ מאוזן, כאשר האיזון מתייחס לגודל הסט S*i. בונים את העץ T בצורה הבאה: יהיה li קטע השייך ל-L המפריד בין Ri לבין Ri+1. במקרה שהגודל הכולל של כל הקבוצות S*i שווה ל-0, פשוט נבנה עץ בינרי על בסיס "סגמנטים ארוכים". במידה שאחת הקבוצות S*i אינו ריק, נחפש מספר r כך שסכום כל הקטעים בקבוצות S*0…S*r-1 יהיה קטן ממחצית הכמות של הקטעים שנמצאים ב-S* ולא נמצאים ב-L, ומצד שני סכום של כל המקטעים בקבוצות S*0…S*r יהיה גדול ממחצית הכמות של הקטעים שנמצאים ב-S* ולא נמצאים ב-L. במקרה זה הקו lr-1 יישמר בצומת v המשמש כשורש בעץ T והקו lr יישמר בבן הימני של השורש μ.
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איור 6 – תחום בין הבנים (מתוך [17]).
נציין שהתחום של הבן השמאלי של v τ1  והתחום של הבן הימני של μ τ2 מכילים פחות ממחצית "סגמנטים קצרים" אשר נמצאים ב-S* ולא נמצאים ב-L. כל תת עץ Ti נבנה רקורסיבית ע"י קריאה עם הפרמטרים הבאים:v ו-S*i
.

כעת נוכיח חסם עליון. 
למה: גודל העץ Ts הינו O(n * depth(Tp)).
הוכחה: לעץ Ts שני סוגים צמתים: צמתים מחלקים (partition nodes) – צמתים אשר שומרים את קווי החלוקה  מתוך Tp וצמתי מקטעים – צמתים אשר שומרים חלוקות חופשיות לאורך "קטעים ארוכים" (segment nodes). סגמנט יכול להיחתך רק במידה ואחת מנקודות הקצה שלו נמצאת בתחום של אחד הצמתים ב-T ולכן מספר החלקים לאחר החיתוך מוגבל ע"י גובה העץ Tp (O(depth(Tp))). לפיכך מספר החלקים הכולל מוגבל ע"י החסם O(n * depth(Tp)).
שני תת-עצים של צומת החלוקה μ מכילים חלקים של הקטעים או חיתוך של תחום μ עם h(μ) מכיל צומת T. מספר צמתי החלוקה מהסוג הראשון מוגבל ע"י החסם O(n * depth(Tp)) מכיוון שמספר חלקי קטעים מוגבל ע"י החסם O(n * depth(Tp)). מספר צמתי החלוקה מהסוג השני מוגבל ע"י החסם O(n) אודות לגודל של Tp.
מכאן נובע שמספר הצמתים הכולל מוגבל ע"י O(n*depth(Tp)).
4.4 ניתוח זמן השאילתה
בעת התשאול עץ BSP עם אזור השאילתה Q נבקר בכל הצמתים אשר התחום שלהם נחתך עם Q. אנחנו נמדוד את מספר צמתים ב-Tp בהם נבקר כאשר נפעיל על העץ את השאילתה  עם אזור Q.
למה
יהיה Q אזור השאילתה ויהיה v(Tp,Q) מספר העלים בהם ביקרנו תוך כדי תשאול של Tp. אז מספר הצמתים בהם ביקרנו מוגבל ע"י חסם       O((v(Tp,Q) + k) * depth(Tp)), כאשר k הינו מספר מקטעים אשר חותכים את Q.
הוכחה: אנחנו נבדיל בין שני סוגי צמתים בהם ביקרנו: צמתים v אשר התחום שלהם נחתך ע"י גבול Q (δQ) וצמתים אשר התחום שלהן מוכל בתוך ה-Q.
קודם ניתן הערכה למספר הצמתים מהסוג הראשון, כלומר מספר התאים הנחתכים ע"י δQ. המספר מוגבל ע"י מספר החיתוכים של δQ עם תאים גבוליים (פרט למקרה הנאיבי ש-Q מוכל במלואו בתוך התחום בודד).
 התא הגבולי מורכב מקטעים של קווים מחלקים שכבר נמצאים ב-Tp וקטעים של מקטעים ב-S. מספר הקווים המחלקים אשר חותכים את δQ אינו עולה על מספר התאים בחלוקה אשר מושפעים ע"י Tp וחותכים את δQ. יותר מזה, מספר המקטעים ב-S אשר חותכים את δQ חסום ע"י O(k). לפיכך המספר הכולל של העלים הנחתכים ע"י δQ חסום ע"י O(v(Tp ,Q) + k). מכיוון שגובה Tp חסום ע"י O(depth(Tp)), המספר הכולל של הצמתים מהסוג הראשון חסום ע"י O((v(Tp,Q) + k) * depth(Tp)).

הצמתים מהסוג השני מרוכזים בתת-עצים עם השורש v כך שהתחום של v מוכל במלואו בתוך אזור התשאול Q וגם התחום של צומת האב של v אינו מוכל במלואו ב-Q. נגדיר את N(Q) כאוסף הצמתים מהסוג השני. חשוב לציין שהתחומים של הצמתים ב-N(Q) זרים זה לזה. עבור צומת v המשתייך ל-N(Q) נגדיר ks(v)  כמספר "הסגמנטים הקצרים" ב-v ונגדיר kl(v)  כמספר "הסגמנטים הארוכים" ב-v. אז גודל התת-עץ Ts(v) הינו O((kl(v) + ks(v) * depth(Ts(v)). לפיכך המספר הכולל של הצמתים בתת עץ Ts(v) המושרש ב-v  ששייך ל-N(Q) חסום ע"י
[image: image7.emf]
הביטוי הראשון חסום ע"י  O(k*depth(Tp)) מכיוון שקטע "ארוך" יכול להתפרס לכל היותר 
ב-O(depth(Tp) צמתים. הביטוי השני חסום ע"י O(k * depth(Tp)) מכיוון שהתחומים של הצמתים ב-N(Q) זרים ולכן הקטע יהיה "קצר" לפחות בשני הצמתים כאלו (עבור כל נקודת קצה שלו).
אם נחבר את החסמים עבור הסוג הראשון והסוג השני של הצמתים, נקבל את החסם הרצוי לכמות הצמתים בהם נבקר בזמן הביצוע של השאילתה.

החסם של הצמתים בהם נבקר בזמן השאילתה לא מגדיר ישירות את החסם לזמן השאילתה. בכל צומת v עלינו לבצע בדיקה האם Q חותך את תחום בניו של v. התחומים של הבנים של v אינם נשמרים ב-v ובנוסף לכך הבדיקה הזאת יכולה לצרוך זמן לא קבוע.
אחת הדרכים להבטיח את הזמן היא לשמור את כל הצמתים של תחומים הכלולים בתוך תחום v בעץ אדום-שחור לפי הסדר לאורך גבול התחום. בהינתן תחום v וקו מפריד h(v) ניתן בקלות לחשב את הבן הימני ואת הבן השמאלי של v בזמן O(log|region(v)|), כאשר region(v) מציין את מספר הצמתים בתוך התחום v. אם הצורה של Q היא מצולעת ופשוטה אנחנו יכולים לבדוק אם Q חותך את התחום של v בזמן O(log|region(v)|). אם הצורה של Q אינה מצולעת, נוכל לבדוק אם קיים חיתוך בזמן O(|region(v)|).
בניית עץ BSP במרחב תלת-ממדי
בדומה לאלגוריתם עבור מרחב דו-ממדי, ניתן להשתמש בעץ BSP עבור מרחבים מממדים גבוהים יותר. ההבדל מבניית העץ עבור המרחב הדו-ממדי הוא שבמקום קווים אשר מחלקים את המרחב, נשתמש במישורים אשר ימיינו ויחלקו את העצמים.
4.5 חיפוש באמצעות עץ BSP
עד עכשיו ראינו כיצד לבנות עץ BSP בצורה יעילה, כעת נתמקד בחיפושים באמצעות העץ שבנינו. 
ליתר הדיוק, הפרק יעסוק בציור באמצעות עץ BSP. אחרי שבנינו עץ BSP עבור מספר מצולעים במרחב ובכך חילקנו את המרחב, ועכשיו, בהינתן מיקום המצלמה, עלינו להחליט אילו מהמצולעים נראים עבור מצלמה ואלו לא.
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איור 7 - עץ BSP (מתוך [17])
נציג קודם פְּסֵיוּדו- קוד. הקוד מקבל את שורש של עץ BSP ואת מיקום המצלמה.
     Draw_BSP_Tree (BSP_tree tree, point eye)

     {


 if (IS_LEAF_NODE(tree))

    
 {

           tree->polygons.Draw_Polygon_List ();


    return;


 }
        SIDE  result = tree->partition.Classify_Point (eye);

        if (result = INFRONT || result = CONCIDING)

        {

           Draw_BSP_Tree (tree->front, eye);

           Draw_BSP_Tree (tree->back, eye);

        }

        else if (result = BEHIND)

        {

           Draw_BSP_Tree (tree->back, eye);

           Draw_BSP_Tree (tree->front, eye);

        }
     }

קודם כל אנחנו מזהים את מיקום המצלמה ביחס לעץ שנבנה. במידה שמיקום המצלמה נמצא מאחורי המישור המחלק, אנחנו סורקים קודם את תת-עץ השמאלי. תת-עץ מכיל את הקודקודים המשתייכים לתת מישור האחורי של המישור המחלק. במידה שמיקום המצלמה נמצא בחזית של המישור המחלק או על המישור עצמו, נסרוק קודם את התת-עץ הימני ( קדמי). 
4.6 מקרים מיוחדים של עץ BSP – עץ-kd
בסעיף זה נדון במבני הנתונים המייצגים מקרה פרטי של עץ BSP. נדון בעצי-kd ועצי סגמנטים.

עץ-kd הוא עץ חיפוש שמיועד לאחסון יעיל של נקודות במרחב k ממדי (ומכאן שמו). עצי kd מבוססים על רעיון שנדגים במקרה הדו- ממדי הקל יותר להבנה. בשורש העץ מחולקות קבוצות הנקודות שמאוחסנות בו לשתיים על פי קואורדינטת ה-x שלהן, כאילו העברנו ישר אנכי במישור וחילקנו את הנקודות על פי מיקומן ביחס לישר - אם הן משמאל או מימין לו. נקודות שמימין יאוחסנו בתת-עץ הימני, ונקודות שמשמאל – בתת-עץ השמאלי.
לאחר מכן, בשורש כל אחד מהתת-עצים, מחולקות הנקודות ששייכות לאותו תת עץ על ידי העברת ישר אופקי. בתת-עץ הבאים החלוקה היא שוב על ידי ישר אנכי וכן הלאה. בצורה זו הנקודות ממוינות לסירוגין על פי קואורדינטות ה-x וה-y שלהן.

בעץ-kd כללי הרעיון דומה. החלוקה מתבצעת על ידי מישור (k-1) ממדי, כשבכל אחד מהתת-עצים החלוקה היא לפי קואורדינטה שונה, ואחרי שעוברים על כל הקואורדינטות מתחילים את החלוקה מההתחלה. באיור 8 ניתן לראות את הדוגמא לעץ kd במרחב תלת מימדי. 
שם העץ מבוסס על כך שבתחילת השימוש בעצים מסוג זה הם נקראו על פי מספר הממדים שלהם. למשל, עץ kd בשני ממדים נקרא "2d-tree" ועץ כללי על k ממדים נקרא "kd tree". כיום משתמשים בשם "kd tree" עבור כל עץ מסוג זה ללא קשר למספר הממדים שלו, וכך עץ-kd דו-ממדי נקרא     "2d kd tree".



איור 8 - עץ kd  תלת מימדי (מתוך [21])
שימוש נפוץ של עצי kd הוא בחיפוש תחום אורתוגונלי: אם נתון לנו מרחב k-ממדי ואנחנו רוצים למצוא את כל הנקודות שנמצאות בתוך תיבה k-ממדית (ב-2 ממדים תיבה כזו היא מלבן), עצי-kd מאפשרים לעשות זאת במהירות יחסית ותוך שימוש בסיבוכיות מקום נמוכה.

כדי לבנות עץ-kd על n נקודות יש צורך בזמן של  O(n log n)ומקום של O(n). לאחר שנבנה, ניתן למצוא בו נקודות בחיפוש תחום אורתוגונלי בסיבוכיות O(n1-1/k + r) כאשר k הוא ממד המרחב שבו נמצאות הנקודות ו-r הוא מספר הנקודות בפלט.   
5 שימוש בעץ BSP
סקרתי עד כה שיטות לבניה וחיפוש באמצעות עץ BSP. ניתחנו את סיבוכיות הזמן והמקום של תהליך זה.
מוחמד אורנגזב הראה במאמר"BSP Tree" [3] את מגוון התחומים בהם נעשה שימוש בעצי BSP. בפרקים הבאים אנחנו נראה שימוש בעץ BSP בפתרון בעיות מגוונות.
5.1 אלגוריתם של צייר
הזכרנו בסקירה את אלגוריתם הצייר במימוש הפרימיטיבי שלו. כעת נראה כיצד ניתן להיעזר בעץ BSP באלגוריתם של הצייר על מנת לייעל אותו. 
כאמור, באלגוריתם הנאיבי, העצמים ממוינים לפי מרחקם ממקור המצלמה והציור מתבצע החל מהשכבה הרחוקה אל השכבה הקרובה ביותר אל מיקום המצלמה. כאשר משלבים את עץ BSP באלגוריתם זה, אנחנו יכולים למיין את העצמים במרחב טרם הציור, לאחר מכן נמצא את מיקום המצלמה בעץ שנבנה ונצייר את העצמים הנמצאים בעלה הרחוק ביותר ממיקום המצלמה, בהמשך מציירים את המצולעים בצומת האב של אותו עלה, ומוסיפים את המצולעים השייכים לתת עץ קרוב יותר וכך הלאה עד שמגיעים למיקום המצלמה.  
נציג את הפסידו-קוד של האלגוריתם:
PaintBSP(T, v(
{

 if (T is a leaf) then

 draw the object contained in node T

 else

{

 if (v · n(T.h) ≥ 0  then

{



 PaintBSP(T.left, e)

 draw any object on T.hPaintBSP(T.right, e)

}

 else

{

 PaintBSP(T.right, e)

 draw any object on T.hPaintBSP(T.left, e)

}



}

}

5.2 חישוב שטחים מוצלים 
אחת הבעיות הבסיסיות בגרפיקה הממוחשבת היא חישוב השטחים המוצלים. שטחים מוצלים הינם שטחים שאינם נראים ממקור האור.
בגישה קלאסית לחישוב שטחים מוצלים קיימות שיטות רבות, העיקריות שביניהן:
· חישוב שטחים מוצלים באמצעות קו סריקה
· חישוב שטחים מוצלים בשני מעברים 
· חישוב שטחים מוצלים באמצעות חוצץ z (z-buffer).
· חישוב שטחים מוצלים באמצעות "נפחי הצלה" (shadow volumes)
· חישוב שטחים מוצלים באמצעות מעקב אחרי קרן (ray tracing)
· חישוב השטחים המוצלים באמצעות עץ BSP.
נתמקד בשיטות האלו. 

5.2.1 חישוב שטחים מוצלים באמצעות קו סריקה

על מנת לבצע חישוב שטחים מוצלים באמצעות קו סריקה, עלינו לבצע חישוב מקדים. נבנה את רשימת המצולעים אשר יכולים להטיל צל על המצולע הנבדק. החישוב הזה יכול להתבצע ע"י הטלת הצל של כל המצולעים על הכדור שמרכזו במקור האור. על מנת לבצע את ההטלה, עלינו להזיז את ראשית הקואורדינטות לנקודת מקור האור ולייצג את הקואורדינטות (x,y,z) באמצעות קואורדינטות כדוריות, כמו כן נוכל לבדוק חפיפה ברשת הקואורדינטות הזו. מצולע אשר צלו חולק שטח משותף עם הצל של המצולע האחר ונמצא רחוק ממנו ממקור האור, עתיד להיות מוצל חלקית או במלואו. לאחר ההטלה אנחנו נשתמש באלגוריתם קו הסריקה הרגיל. נבדיל בין מצולעים אשר נמצאים בצל לבין המצולעים שאינם מוסתרים ע"י מצולעים אחרים. עוצמתו של כל פיקסל נקבעת לפי הימצאות הצל בפיקסל זה. 
באיור 9 אנחנו יכולים לראות שקו הסריקה עובר דרך שני מצולעים ושטח מוצל. נעבור לאורך קו הסריקה משמאל לימין דרך הקטעים הבאים: 
[image: image10.emf]
איור 9 – חישוב שטח מוצל באמצעות קו ראיה (מתוך [19]).
1. מצולע A, נראה;
2. מצולע B, נראה;
3. מצולע B מוצל ע"י מצולע A;
4. מצולע B, נראה.
5.2.2 חישוב שטחים מוצלים בשני מעברים 

השיטה הזו הומצאה ע"י פיטר אתרטון וקוין וייליר  [2​​​​​​​]בשנת 1978.
במעבר הראשון ממקור האור, מתבצעת חלוקת העצמיים לחלקים נראים ממקור האור -"דלוקים" וחלקים אשר אינם נראים ממקור האור - "מוצלים". החלוקה מתבצעת באמצעות חישוב חיתוך של עצם עם עצמים שנמצאים קרוב יותר למקור האור. כל החלקים אשר נחתכים עם העצמיים קרובים יותר למקור האור יהיו "מוצלים". המעבר השני מתבצע מנקודת המבט של המצלמה. במהלך המעבר השני מתבצע תהליך הציור לפי הנתונים על ההצלה שחושבו במעבר הראשון.
5.2.3 חישוב שטחים מוצלים באמצעות חוצץ-z (z-buffer)

בשיטה זו, קודם בונים מרחב הצלה. מרחב ההצלה נבנה ע"י מעבר ממקור האור והכנסת העומק של כל עצם יחסית למקור האור. ערך עומק גדול יותר מסמן מרחק רב יותר ממקור האור. לאחר חישוב ערכי מרחב ההצלה, אנחנו יכולים לבצע בדיקה עבור מיקום המצלמה. הבדיקה מתבצעת ע"י בדיקת כל העצמים הנראים למצלמה. בבדיקה אנחנו בודקים את הערך של חוצץ ה-z: האם הנקודה שייכת לצל או לא.
היתרון של השיטה היא האפשרות לממש אותה ברמת החומרה ובכך לשפר את הביצועים של הבדיקה.

5.2.4 חישוב שטחים מוצלים באמצעות "נפחי הצלה" (shadow volumes)
חישוב שטחים של מוצלים באמצעות "נפחי הצלה" מחייב חישוב "נפח הצלה" עבור כל אחד מהעצמים הנמצאים מול מקור האור. השיטה הוצגה לראשונה ע"י פראנק קרואו [6] בשנת 1977. באופן כללי,  "נפח הצלה" מחלק את העולם לשניים: נפח מוצל ונפח מואר. במרחב הדו ממדי שטח הצלה של מצולע כלשהו נוצר ע"י העברת שני קוים מנקודת מקור האור אל הקדקודים הקיצוניים של אותו מצולע. נפח הצלה מוגדר ע"י גבולות המצולע, שני קוים שהועברו ממקור האור וקו דימיוני באינסוף. כל חלק של עצם כלשהו במרחב הזה אשר נחתך עם נפח ההצלה מוצל. על מנת לקבוע האם ניתן לראות נקודה כלשהי במרחב מנקודה אחרת, צריך לחשב "נפח הצלה" של כל העצמים הנמצאים בינם. 

מספר אלגוריתמים לחישוב שטחים מוצלים מבצעים את החישוב של שטחי ההצלה כפעולה מקדימה לחישוב באמצעות קו סריקה או אלגוריתם  z-buffer.
5.2.5 חישוב שטחים מוצלים באמצעות מעקב קרן (ray tracing)

שיטת החישוב שטחי ההצלה מתבססת על מעקב אחרי קרן היוצאת ממיקום המצלמה. בפועל, המעקב נעשה באופן הפוך: מאחר שאין עניין בחישוב התאורה לכל נקודת תצפית אפשרית אלא מתעניינים רק בתמונה שתראה המצלמה, עוקבים אחרי הקרניים היוצאות מהמצלמה, דרך העצמים בסצנה, ועד למקורות האור. בכך הופך האלגוריתם ל-"תלוי מבט", דהיינו תוצאת החישוב תלויה בנקודת המבט, שהיא הנקודה בה ממוקמת המצלמה הוירטואלית. השיטה מתבססת על העובדה שקרן אשר פגעה בפני השטח יכולה לייצר עד שלושה סוגים חדשים של קרן: קרן החזרה, קרן שבירה וקרן צל.
 קרן החזרה יוצאת בכיוון השתקפות של המראה. קרן שבירה יוצאת דרך חומר שקוף של פני השטח. זווית יציאת הקרן תלויה בפרמטרים פיזיים של החומר. 
לא נעקוב אחרי כל הקרניים בתוך הסצנה, נשתמש רק בסוג השלישי של הקרניים – קרן צל, על מנת לברר האם השטח מוצל או לא. כאשר קרן ממיקום המצלמה פוגעת בפני השטח בנקודה כלשהי, אנחנו מעבירים קרן בין נקודת הפגיעה לבין מקור האור. במידה שאין שום עצם בדרך הקרן, הנקודה אינה מוצלת.
5.2.6  חישוב שטחים מוצלים באמצעות עצי BSP
שיטת החישוב לשטחי הצלה באמצעות עצי BSP מבוססת על העובדה שלכל מצולע יש חזית ועורף.
המשוואה המרחבית של המישור התומך של המצולע מוגדרת ע"י הנוסחא l(x,y,z) = 0 (כאשר                               l(x,y,z) = ax + by + cz + d) עבור כל נקודה (x,y,z). 
אם עבור הנקודה P(x1,y1,z1) מתקיים אי שוויון  l(x1,y1,z1) > 0, אז הנקודה נמצאת בחזית של המישור המוגדר ע"י המצולע. אם עבור הנקודה  מתקיים אי שוויון l(x1,y1,z1) < 0, אז הנקודה נמצאת בעורף של המישור. אם עבור הנקודה מתקיים שוויון l(x1,y1,z1) = 0, אז הנקודה נמצאת על המישור עצמו.
הסצנה הנוכחית מוגדרת ע"י אוסף מצולעים; נבחר באחד מהם לשמש כמצולע ראשי (שורש). כל שאר המצולעים יחולקו לשלוש קבוצות:
1. אוסף מצולעים אשר נמצאים לפני המישור המוגדר ע"י המצולע הראשי.
2. אוסף מצולעים אשר נמצאים מאחורי המישור המוגדר ע"י המצולע הראשי.

3. אוסף מצולעים בעלי קדקודים לפני ומאחורי המישור המוגדר ע"י המצולע הראשי (חותכים את המישור).
על מנת להקטין את מספר המצולעים אשר נחתכים ע"י המישור וכתוצאה מכך מתחלקים לשני מצולעים נפרדים, באפשרותנו לבצע פעולה פשוטה: לבחור מספר קבוע של מצולעים ולבחור מביניהם את המצולע אשר חותך את המספר הקטן יותר של המצולעים. נבחר אותו כמצולע הראשי אשר יגדיר את מישור החלוקה. הבדיקה הזו לא תוסיף משמעותית לזמן בניית עץ ה-BSP.
על מנת לבדוק האם אנחנו רואים מצולע כלשהו ממיקום מצלמה כלשהי, עלינו לבצע מעבר על העץ בסדר תוכי. מרכז ההטלה מוגדר ע"י המישור של המצולע הראשי. אם מיקום המצלמה נמצא בחזית של המישור, אז האלגוריתם מופעל קודם בצורה רקורסיבית על  אוסף מצולעים בעורף של המצולע הראשי, לאחר מכן על המצולע הראשי ולבסוף על אוסף המצולעים שנמצאים בחזית של המצולע הראשי. במקרה שמיקום המצלמה נמצא בעורף של המישור, אז האלגוריתם מופעל קודם בצורה רקורסיבית על אוסף מצולעים בחזית של המצולע הראשי, לאחר מכן על המצולע הראשי, ולבסוף  על אוסף המצולעים שנמצאים בעורף של המצולע הראשי. 
השיטה אינה דורשת חומרה מיוחדת. כמו כן השיטה אינה רגישה לתנועת המצלמה, אך שינוי העצמים בסצנה מחייבים את בניית העץ מחדש. 
5.2.6.1 שטחים מוצלים באמצעות האלגוריתם הבסיסי
התכונה החשובה ביותר של השיטה המבוססת על עץ BSP, כפי שתוארה במאמרו של מל סלטר [16], היא העובדה שיש צורך בבניית העץ פעם אחת בלבד עבור סצנה ללא חשיבות להימצאות המצלמה. שינוי מיקום המצלמה ישנה רק את סדר המעבר על העץ. ההנחה הזאת גורמת להציע אלגוריתם בסיסי לחישוב שטחי הצלה במרחב.  נדון בהתחלה בסצנה עם מקור אור בודד. נבנה עץ BSP. נעבור על עץ ה-BSP ממיקום מקור האור, תוך כדי הרכבת רשימת המצולעים ממוינים מקדימה לאחור p0,p1,….pn. נתעלם ממצולעים אשר פונים החוצה ממקור האור, כאשר p0 הוא המצולע הקרוב ביותר למקור האור ו-pn – הרחוק ביותר. 
בהמשך נתייחס למצולע מייצר צל – מצולע אשר פוטנציאלית יכול להטיל צל על המצולעים אחרים בסצנה שנמצאים מאחוריו ביחס למקור האור. "מצולע מטרה" הוא מצולע אשר פוטנציאלית מוצל ע"י צל של מצולעים אחרים בסצנה. כל המצולעים, מלבד המצולע הקרוב ביותר למקור האור יכולים לשמש כמצולע מטרה. 
האלגוריתם מתבצע בצורה הבאה:

יהיה SVi שטח הצלה שנוצר ע"י מצולע pi.  
קודם כל נחשב את SV0. נחשב את הצל המוטל ע"י p0 על p1. אם p1 נמצא כולו בתוך SV0, אז נקבע ששטח ההצלה של p1 הוא ריק (null), אחרת נחשב את SV1 . אם SV0 נמצא כולו בתוך שטח ההצלה של SV1 או זהה לשטח ההצלה של SV1, אז נקבע את ערך שטח ההצלה של SV0 לריק ( ראה איור 10).
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1. מצולע pi נמצא כולו בתוך שטח ההצלה 
של מצולע pj. במקרה כזה שטח ההצלה של המצולע pi נקבע ל-null.
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2. שטח ההצלה של מצולע pj נמצא כולו בתוך שטח ההצלה של המצולע pi. במקרה כזה שטח ההצלה של pj נקבע ל-null.
איור10 – שטחי הצלה (מתוך [16])
באותו אופן נמשיך עם p2,p3,…,pn. לפיכך נשווה pi עם שטחי ההצלה SV0,SV1,…SVi-1. SVi נוצר אם pi נמצא לפחות חלקית מחוץ לשטחי ההצלה מולם הוא נבדק. שטחי ההצלה     SV0,SV1,…SVi-1 ישארו לא ריקים כל עוד הם אינם כלולים או זהים ל-SVi. נציג את הפסידו-קוד של האלגוריתם:
CreateShadows (p)

begin


Create (SV0);


for i = 1 to n do 



polygonShadow = Ø;



for j = 0 to n-1 do 




if SVj include pi then





polygonShadow = pi;





SVi = ∅;

else

polygonShadow = clip(pi,SVj):

Create(SVi);

endif

if polygonShadow - ∅ then

pi.shadows = pi.shadows ∪ {polygonShadow};

if SVi € SVj then SVj = ∅
endif

endif

od

od

end
עדיין לא הסברנו כיצד נחשב את הצל של המצולע החדש (polygonShadow). ניתן לעזור לחישוב זה ע"י שמירת רשימת המצולעים אשר מטילים צל על המצולע הנוכחי (pi.shadow). לפיכך, בכל פעם שחלק של הצל מחושב, אנחנו מוסיפים מצביע עליו לרשימת המצולעים שמטילים צל על מצולע המקור.
דרך נוספת היא לשמור מצולע של הצל באותו צומת עם מצולע יעד בעץ BSP.
רוב העבודה באלגוריתם הזה מתבצעת במהלך חישוב שטח ההצלה וחישוב החיתוך בין שטח ההצלה לבין מצולע המקור. כאשר מחשבים את המישור ששייך לשטח ההצלה, חשוב מאוד לחשב נכון את "החזית" ואת "העורף" המוצגים ע"י משוואת המישור (ההגדרה מה נמצא בתוך שטח ההצלה ונמצא מחוצה לו). אנחנו נקבע כאן שהחלק ה"חזיתי" של המישור יהיה בצד המוצל. 
5.2.6.2 חישוב שטחים מוצלים עבור מספר מקורות אור

חישוב שטחי ההצלה במקרה של מספר מקורות אור יכול להשתלב באלגוריתם שהוצג לעיל.  אנחנו נבצע מעבר אחד על עץ BSP עבור כל מקור אור. מקור האור הראשון יטופל בצורה זהה לאלגוריתם הרגיל עבור חישוב שטחי הצלה עם מקור אור אחד. לאחר ביצוע החישוב הנדרש עבור מקור האור הראשון, משתמשים במיקום מקור האור השני. 
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איור 11 - חישוב שטח מוצל עבור מספר מקורות אור (מתוך [16])
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איור 12- חישוב שטח מוצל בעזרת עץ (מתוך [16])
5.2.6.3 חישוב שטחים מוצלים בעולם הדינמי

ראינו כיצד ניתן להשתמש בעץ BSP על מנת לחשב את ההסתרות כאשר העצמים הסטטיים במרחב.

כעת נתמקד בחישוב הנראות במקרה של עצמים דינמיים.
על מנת לחקור את הנושא נציג קודם את עצי SVBSP (Shadow Volume Binary Space Partition).
עץ SVBSP הוצג ע"י צ'ין ופיינר [4] במטרה להתמודד באופן יעיל עם חישוב הצל עבור עצמים במרחב.  

עץSVBSP  הוא גרסה משודרגת של עץ BSP. כל צומת פנימי בעץ SVBSP  מייצג מישור הצל המוגדר ע"י מקור אור וצלעות של המצולע הנמצא מול מקור האור. כריסטו ולסייטר ומל סלאטר [5] הראו שהעלים של עץ ה-SVBSP מגדירים, האם המרחב התחום ע" המישורים אשר נשמרים בצמתים הפנימיים במסלול משורש העץ עד אותו עלה, נמצא בתוך או מחוץ לאזור המוצלל. קיימים שני שלבים אשר מתבצעים בנפרד עבור כל מצולע הנמצא מול מקור האור:
· בדיקת ההצלה
· הרחבת עץ ה-SVBSP

בשלב הראשון המצולע נבדק על מנת לגלות אילו מחלקיו מוצלים ואלו לא. בשלב השני עבור כל     החלקים הלא מוצלים של המצולע החדש מחשבים את השטח המוצלל שהם מייצרים בעצמם ומאחדים אותו עם השטח המוצלל הכולל של כל העצמים במרחב. השיטה הפשוטה ביותר לבדיקה האם המצולע החדש מוצל חלקית או במלואו היא השוואתו עם השטח המוצל של שאר העצמים אשר משתתפים בסצנה. מצולע אשר נמצא יותר רחוק ממקור האור יחסית למצולע הנבדק אינו יכול להטיל עליו צל. אם נבצע סריקה מקדימה לאחור, אז נדרש לבדוק כל מצולע רק עם השטח המוצל של המצולעים שנבדקו עד כה ונמצאים קרוב יותר למקור האור. סדר הסריקה מקדימה לאחור יכול להתבצע בעזרת עץ BSP רגיל. חשוב לציין שניתן לבנות עץ BSP  אחד בהתחלה. עץ BSP לא ישתנה כל עוד העצמים הנמצאים בסצנה לא יזוזו, תנועת מקור האור אינה משפיעה על העץ.
ברור שבמקום לבדוק את המצולע החדש מול שטחים מוצלים של כל אחד מהמצולעים שנבדקו לפניו, עדיף לבדוק את המצולע מול שטח ההצלה המאוחד של כל העצמים. התוצאה של איחוד השטחים המוצלים היא אוסף פירמידות חצי אינסופיות המתחילות במקור האור.
בציור a13  ניתן לראות את השטח המוצל במרחב הדו-ממדי.  בציור b13 ניתן לראות את השטח המוצל במרחב התלת ממדי.
ההחלטה אלו חלקים של המצולע נמצאים בתוך השטח המוצל מתבצעת ע"י סינון דרך עץ SVBSP. המצולע החדש מתחלק ע"י תת מרחבים המוגדרים בצמתי העץ. כל חלק שנוצר נבדק האם הוא נמצא בתוך השטח המוצל או בחוץ. החלקים שנמצאים מחוץ לשטח המוצל נראים ממקור האור. מכיוון שעץ SVBSP נבנה הדרגתית, כל מצולע נבדק רק עם המצולעים שכבר היו בעץ כאשר הוא התווסף. נציין שאין צורך לבדוק מצולע אשר לא פונה אל מקור האור.
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איור 13 - עץ SVBSP במישור (מתוך [4])
עץ SVBSP סטנדרטי נבנה מאוסף ממוין ולכן אין שאלה איזה מצולע, מבין שני מצולעים אשר שטחי ההצלה שלהם נחתכים, יותר קרוב למקור האור. במהלך בניית עץ SVBSP נדרשים רק שטחי הצלה. 
מכיוון שהצמתים של שטח ההצלה וצמתים של שטח המצולע מטופלים באופן שונה ע"י האלגוריתם, נסמן את הראשון ב-Nodes-SP (Shadow Plane Nodes) ואת השני ב-PP-Nodes (Polygon Plane Nodes).  באיור 14 אנחנו רואים שטח מוצלל ע"י מצולע 123. נציין שהשטח המוצל חצי אינסופי מוקף ע"י מישור הצלה SP. מישור ההצלה מוגדר ע"י שלוש נקודות: מקור האור ושני הצמתים של צלע המצולע. 
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איור 14 - עץ SVBSP (מתוך [5])
בראשית העץ מכיל רק צומת אחד עם ערך OUT  (איור 15.1). אנחנו מוסיפים הדרגתית מצולעים הנמצאים מול מקור האור ומעדכנים את העץ עם ערכי שטחי ההצלה שלהם (איור  15.2 ו-15.3). אם במהלך הבניה המצולע מתחלק לכמה חלקים, אז שטח ההצלה שלו נמדד לפי המצולע המקורי (איור 15.4). כאשר במהלך הבניה מגיעים לצומת OUT, ערך הצומת מוחלף לשטח ההצלה של המצולע ושטח חדש אשר מגדיר את OUT החדש.
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איור 15 - בניית עץ SVBSP (מתוך [5])
אם מדובר בתמונת עצמים משתנה, אנחנו נוסיף לכל מצולע את רשימת המצביעים למיקומים אותם תופסים החלקים של המצולע בעץ. כאשר מצולע משתנה, כל הצמתים עליהם הוא מצביע מסומנים. אחרי הסימון פונקציה רקורסיבית מוחקת את כל הצמתים המסומנים. אחרי המחיקה אנחנו מקבלים עץ חוקי אך ללא מצולע מעודכן. ניתן להוסיף את המצולע מחדש.

הפונקציה המשמשת למחיקה הרקורסיבית של הצמתים שסומנו עובדת על כל השטח המוצל. קיימות שלוש אפשרויות למיקום המצולע ולמיקום השטח המוצל המוגדר ע"י המצולע:

1. מרחב IN, מאחורי צומת ה-PP (אף שטח הצלה לא מתווסף, רק המצולע עצמו). זה המקרה הפשוט, רק המצולע נמחק (מצולע 3 באיור 15.4). 
2. בעלים, מתבצעת החלוקה של תת מרחב ריק. כל צומת SV מוחלף ע"י OUT. עלינו לטפל במקרה בו צומת PP חדש משליך צל על צומת PP אחר שכבר קיים בעץ. במקרה זה עלינו למחוק את הצל, למשל כאשר מוחקים מצולע 5 באיור 15.5, התת עץ השמאלי  של הצומת שמסומן 4.2 אמור להיות מוחלף ע"י צומת OUT והצל על מצולע 4 אמור להימחק.
איחוד תת עצים

קיימים שימושים רבים לעץ BSP אשר לפעמים דורשים ביצוע פעולות על שני עצים ביחד. במקרה זה נרצה לאחד את שני העצים לעץ אחד. ניילור, אמנטידס וטיבאולט [11] הציגו אלגוריתם למיזוג עצים.
אנחנו רוצים להכניס עץ ראשון tree1 לתוך עץ שני tree2. כדי לבצע את האיחוד אנחנו מחלקים את העץ השני לשני תת-עצים: tree2.back ו-tree2.front. החלוקה מתבצעת ע"י הכנסת שורש העץ הראשון לתוך השורש של העץ השני. לאחר מכן אנחנו משלבים בצורה רקורסיבית את שני תת העצים בתוך העץ הראשון עד שמגיעים לעלים של העץ השני. השיטה הזאת כללית מדי ואיטית למטרתנו. 
אנחנו נשתמש באלגוריתם שונה ומתאים יותר עבור המקרה שלנו.
נניח העץ tree1 הוא הגדול משניהם. אנחנו מוחקים ממנו את כל הצמתים אשר סומנו בסעיף הקודם. העץ אשר יוכנס, tree2, יטופל כאוסף שטחי הצלה. צומת PP של שורש העץ השני ושטח ההצלה המיוצג על ידיו מוכנסים לעץ ע"י סינון של התת-עץ הקדמי ותת העץ האחורי. הכוונה לסינון היא בדיקה לחיתוך של המצולע המיוצג ע"י התת-עץ והמישור הנשמר בכל אחד מצמתיו של העץ הגדול. כאשר אנחנו מגיעים לצומת OUT ,כלומר, הגענו לשטח ההצלה שלו, אז נוסיף לעץ גם את שטח ההצלה שלו. אחרי הכנסת השורש של העץ השני, האלגוריתם נקרא בצורה רקורסיבית על התת-עץ הקדמי.     

מסקנה

כאשר המטרה שלנו נעה במהירות במרחב, התכונות שתוארו בשני הסעיפים הקודמים הופכים להיות רלוונטיים. בעץ SVBSP רגיל מצולעים קטנים נוטים להיות מוצגים קרובים יותר למקור האור. בשיטה שהוצגה מצולעים מאורגנים לפי העצמים אליהם הם שייכים. ניתן לראות כיצד הוכנסו העצמים מאיור 16 לתוך מבנה היררכי לפי הסריקה לעומק. הצורך בהוספת המצולעים הקטנים בסוף נובעת מכך שבסצנה דינמית, הזזה של צמתים רבים יכולה לפגוע בביצועים. הזזת צומת פנימי יכולה להשפיע על כל הצאצאים שלו בעץ.
במקרה הזה דנו במקור אור אחד. במקרה של ריבוי מקורות האור, ניתן  לבנות עץ SVBSP עבור כל אחד ממקורות האור.
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איור 16- בניית מבנה היררכי עבור עצמים במרחב (מתוך [5])
5.3 שימוש בעץ BSP לתילות המרחב
פעולת התילות (triangulation) היא פעולה חשובה בעולם המחשוב. האלגוריתם לתילות גם הוא מבוסס על חלוקת המרחב הבינריתBSP . האלגוריתם לתילות אשר הוצג ע"י ליו [10] משתמש בחלוקה רקורסיבית לפי המבנה של BSP. האלגוריתם מתאים לא רק עבור מצולעים פשוטים (מצולעים  קמורים ללא חורים), אלא מתאים גם עבור תצוגה תלת ממדית של המרחב לטווחים ארוכים.

משולש הינו מצולע פשוט ביותר בגרפיקה ממוחשבת. רוב המצולעים במנועים גראפיים נפוצים (OpenGL, DirectX) מוצגים ע"י חלוקתם למשולשים. ההצגה של המצולעים תלויה בחלוקתם נכונה למשולשים.
5.3.1 כללי

נגדיר עבור מצולע בעל n קדקודים חלוקה נכונה למשולשים:

1. כל קדקוד של משולש חייב להיות קדקוד של מצולע עצמו.
2. כל המשולשים לא יכולים לחתוך את גבולות המצולע.
3. כל המשולשים חייבים להיות בתוך המצולע.
4. מספר המשולשים אמור להיות n-2 (כאשר n הינו מספר הקדקודים).
קודם נציג מספר הגדרות רלוונטיות לנושא:
· חיתוך בין שני קטעים: אם נקודת החיתוך נמצאת בין נקודות הקצה של כל אחד מהקטעים, אז קיים חיתוך בין מקטעים. אחרת לא קיים חיתוך בין שני הקטעים.
· קטע בתוך המצולע: אם שתי נקודות הקצה נמצאות בתוך המצולע, אז מקטע נמצא בתוך המצולע. בדומה, אם כל הצלעות של המשולש נמצאות בתוך או חופפות את צלעות המצולע, אז המשולש נמצא בתוך המצולע. אם שני התנאים אינם מתקיימים, נגדיר שהקטע או המשולש נמצא מחוץ למצולע.
· משולש תקין: אם משולש לא רק שלא נמצא בתוך המצולע, אלה גם אינו חותך את המצולע, אז המשולש נקרא תקין (correct).
5.3.2 אלגוריתם תילות
בסעיף הקודם הצגנו את אלגוריתם התילות, כעת נדון ברעיון שעומד מאחורי האלגוריתם.
5.3.2.1 רעיון האלגוריתם


בתחום מבני הנתונים, מבנה של עץ מאופיין ע"י התכונות הבאות:
· אוסף הצמתים מתחיל מצומת בודד – השורש
· צומת יכול להיות מוגדר כצומת אב אם יש לו אחד או יותר בנים
· צומת ללא בנים נקרא עלה
לעץ BSP קיימות מספר תכונות נוספות:
· לכל צומת יש או שניים או אפס בנים
· צומת שמאלי נקרא הבן השמאלי
· צומת ימני נקרא הבן הימני
חשוב להבין שקיימות הרבה אפשרויות לתילות מצולע.

כעת נראה כיצד נחלק את המצולע למשולשים באמצעות חלוקת המרחב הבינרית. 
קודם כל אנחנו קובעים משולש תקין כשורש העץ, המשולש מוגדר ע"י שני  קדקודים סמוכים וקדקוד נוסף מרשימת הקדקודים שמגדירים את המצולע.  ללא ספק משולש השורש מחלק את המצולע לשני חלקים (אם שתי צלעות של משולש השורש חופפות עם צלעות המצולע, אז אחד החלקים יהיה ריק). בצורה כזו אנחנו מחלקים את המצולע לתת-מצולע שמאלי ולתת-מצולע ימני. אחרי החלוקה אנחנו מחשבים את משולש הבן השמאלי ואת משולש הבן הימני של השורש בהתאמה. אנחנו ממשיכים באותה צורה אל צאצאים של הבנים וכך הלאה. אם למשולש הנוכחי אין בנים, מתקבל עלה של העץ. במקרה כזה אנחנו חוזרים לרמה של צומת האב. אם האב הינו בן שמאלי של הרמה מעל, אנחנו בונים את התת עץ הימני, אחרת חוזרים עוד רמה. התהליך נעצר כאשר אנחנו מגיעים לשורש פעם שנייה. נפרט את התהליך:

יהיה מצולע P, כאשר גבול המצולע מוגדר ע"י אוסף קדקודים P0,P1,….,Pn-1.
1. נגדיר את משולש השורש. הקדקודים של המשולש הם V2,V1 ו-V3. יהיה V1 = P0 ו-V2= P1. אנחנו נקרא לקדקוד השלישי של המשולש קדקוד פעיל. V3 יכול להיות אחד הקדקודים של המצולע שנשארו. במידה וקדקודים V2,V1 ו – V3 מגדירים משולש תקין, אז המשולש הינו שורש עץ ה-BSP.
2. נקבע עבור כל משולש האם יש לו בן אחד או אין לו בנים. אם V3 סמוך ל-V1, אז למשולש השורש אין בן שמאלי. בדומה לכך, ניתן לבדוק האם קיים בן ימני, ע"י בדיקת היחס בין V2 ו-V3.
3. נגדיר את משולש הבן. נניח שלמשולש הנוכחי יש בן שמאלי. אם הקדקוד V2 נמצא מימין לקטע V1V3, אז אנחנו יכולים לבנות משולש תקין בתת מצולע הימני של המצולע המקורי.  נקרא למצולע החדש – משולש הבן השמאלי של המשולש הנוכחי. בדומה נבנה את הבן הימני.
4. נזהה האם המשולש הנוכחי הינו עלה או לא. אם כן אנחנו נחזור לרמה מעל, אחרת נחזור על הפעולות 2, 3 ו-4 על מנת לבנות משולש של צאצאים. בתום הבניה נקבל רשת משולשים המייצגים את המצולע.
נתבונן בדוגמא הבא:

באיור 17 מוצג מצולע אשר בנוי מתוך 29 קדקודים (P0,P1, … , P28).
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איור 17 - תילות של מצולע (מתוך [10])
בהתחלה נגדיר ש-V1 =P0, V2 = P1. נניח ש-V3 = P28 או P27, P26, ...וכו' עד שנקבל משולש תקין ∆V1V2V3. לבסוף אנו יכולים לבנות רשת משולשים עבור המצולע באמצעות שימוש בעץ BSP.
לפי המבנה של עץ BSP, הסדר של המשולשים שנבנו מהמצולע באיור 16 הוא:

ΔP0P1P28 → ΔP1P28P27 → ΔP1P27P26 → ΔP1P26P25 →
ΔP1P25P24→ΔP1P24P23→ΔP1P23P20→ΔP1P20P19→ΔP1P19P18→
ΔP1P18P17→ΔP1P17P16→ΔP1P16P15→ΔP1P15P14→ΔP1P14P13→
ΔP1P13P12 → ΔP1P12P4 → ΔP1P4P3 → ΔP1P3P2 → ΔP12P4P11 →
ΔP4P11P10 → ΔP4P10P9 → ΔP4P9P5 → ΔP9P5P8 → ΔP5P8P7 →
ΔP5P7P6→ΔP23P20P22→ΔP20P22P21.
5.3.2.2 בניית תילות עבור מצולעים עם חורים
דנו עד כה באלגוריתם לתילות מצולעים פשוטים, ללא חורים. בדומה אנחנו יכולים עדיין להשתמש ברעיון של עץ BSP גם עבור מצולעים עם חורים. כפי שהוצג באיור 18 אנחנו בונים את התילות עבור מצולע A
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איור 18 - מצולע עם חור (מתוך [10])
עם חור B. למצולע קיים גבול חיצוני וגבול פנימי. הרעיון של תילות עבור מצולע כזה הוא:

קודם כל אנחנו מחפשים את הקדקוד של הגבול החיצוני, אשר מחובר באמצעות קו שאינו חותך את שני הגבולות לקדקוד מהגבול הפנימי. לדוגמא נחבר עם קו l את הקדקוד החיצוני P0 עם הקדקוד הפנימי P9. החיבור בין הקדקודים יוצר מצולע חדש ללא חורים במקום המצולע A עם חור B. המצולע החדש מוגדר ע"י סדר הקדקודים הבא: 
P0, P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7, P8, P0, P9, P16, P15, P14, P13, P12, P11, P10, P9.

בצורה כזאת הקו l יכול לסמן את שתי הצלעות של המצולע שנוצר. לאחר ביצוע השינוי אנחנו יכולים להפעיל את האלגוריתם לבניית התילות עבור מצולעים ללא חורים, ללא שום בעיה.

בצורה כזאת אנחנו יכולים לטפל גם במצולעים עם חורים.
5.3.2.3 בניית תילות עבור מצולעים לא מישורים
אנחנו תארנו את האלגוריתמים לתילות מצולעים מישוריים ביישומים תלת ממדיים ובמיוחד בישומי מידע גאוגרפי (GIS). חלק מהישויות הגאוגרפיות (למשל כבישים, נחלים וכו') אינן נמצאות במישור דו ממדי. שימוש באלגוריתם הרגיל עבור ישויות האלו יגרום להצגה מטעה ביחס למציאות. 
עבור ישויות לא מישוריות, כגון כבישים, נחלים, עלינו להוסיף מספר תנאים נוספים על מנת להימנע מייצוג לא נכון. באלגוריתם הרגיל, על מנת לבדוק משולש בן, אנחנו בדקנו את הקדקודים V1, V2 מול הקדקוד הפעיל V3. אם הם יצרו משולש תקין, היינו מקבלים את משולש הבן.

במקרה של מרחב תלת ממדי, עלינו לבנות את רשימת הקדקודים אשר מייצרים משולש תקין ביחד עם  V1 ו-V2. אחרי זה אנחנו בודקים את ערך ההגבהה של כל אחת מהנקודות. הנקודה בעלת ערך ההגבהה הקרוב ביותר לממוצע של ערכי הגבהה של שני הקדקודים V1 ו –V2 היא תהיה הקדקוד השלישי במשולש. 
באיור 19 מוצג מצולע במרחב תלת ממדי. אנחנו רוצים לחלקו למשולשים. נגדיר V1 = P0                  ו- V2 = P1.
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איור 19 - חלוקת המצולע במרחב תלת ממדי (מתוך [10])
כל אחד מהקדקודים הבאים: P2, P3, P4, P5, P6, P7, P9, P10, P11 ו -P12 יכול לשמש כקדקוד שלישי במשולש בן תקין. עכשיו אנחנו בודקים את הערך ההגבהה של כל אחת מהנקודות. ניתן לראות שערך ההגבהה של הנקודה P5 קרוב ביותר לממוצע של ערכי ההגבהה של שני קדקודים של המשולש.
כתוצאה מחלוקת המצולע למשולשים בצורה כזו תתאפשר הצגה בצורה חלקה ללא מעברים חדים בין תת חלקים של המצולע.

ביישומים אמתיים אנחנו זקוקים לייעול צורות גאוגרפיות מראש. 

5.4 שימוש בעצי BSP לחישוב מסלול 
נניח שיש לנו משחק אסטרטגיה. מגרש המשחק הינו שטח מיוער והתנועה מותרת רק בשטח ללא עצים. ברצוננו לחשב מסלול אופטימלי ביותר למעבר מנקודת ההתחלה לנקודת הסיום. 
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איור 20 – מגרש המשחק
התמונה שלנו מחולקת לבלוקים קטנים. חלק מהבלוקים מכילים מרקם של העצים, חלק מייצגים את הדשא או מים. מההצגה של מרצפות נעבור לתצוגת הבלוקים. 
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איור 21 – תצוגת הבלוקים של מגרש המשחק 
תצוגת הבלוקים מאפשרת להגדיר את האזורים בהם מותר לשחקן לנוע והאזורים האסורים לתנועה לפי החוקים שלנו (בכל בלוק נשמר המידע על אופן השטח המוצג על-ידיו).
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איור 22 – מידע בתוך הבלוקים
צורת הבלוקים ברמה זו אינה מוגבלת, אך הבלוקים בתצוגה זו הם עדיין אוסף מרצפות מהחלוקה הראשונית שביצענו. 
בשלב הבא אנחנו ממירים את הבלוקים לאוסף מצולעים. נאחד את המצולעים על מנת לייצר מצולעים גדולים. הליך איחוד המצולעים מתבצע באמצעות יצירת עץ BSP. תוצאת האיחוד מורכבת ממצולעים קמורים, ללא חורים, אשר מהווים שטחים בהם מותר לנוע ושטחים אסורים לתנועה. 
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איור 23 – איחוד הבלוקים למצולעים
בשלב הבא אנחנו בונים צורות המסובבות את המצולעים. הצורות המסובבות זהות לצלעות של  
המצולעים אותם הן מסובבות אך נמצאות במרחק של מספר יחידות מכל צלע. הצורות האלו מחוברות ביניהן והאיחוד שלהן מייצג את האזור בו אסור למשתמש לנוע.
בשלב הבא אנחנו בונים עץ BSP נוסף המחלק את המרחב לאזורים מותרים לתנועה ולאזורים אסורים. הסיבה להרחבת המצולעים המייצגים את השטחים האסורים לתנועה היא היעילות. עצמים בעולם האמיתי אינם נקודתיים (המשתמש יכול להיות מוצג ע"י עיגול התוחם את הגוף שלו), אבל מצד שני הרבה יותר פשוט לבדוק יחסים טופולוגיים בין קו לנקודה מאשר לבדוק אותו יחס בין עיגול וקן. 
בשלב הבא אנחנו "משליכים" את המצולעים המייצגים את השטחים האסורים וממספרים את המצולעים החוקיים שנותרו. התוכנית מחשבת גרף קישוריות בין המצולעים ואז מחשבת את המסלולים הקצרים ביותר בין כל המצולעים. תהליך בניית גרף הקישוריות תואר בספר "גיאומטריה חישובית" [7]. כתוצאה מכך, המשתמש יכול בקלות לדעת האם הוא יכול להגיע לנקודה כלשהי בתמונה מהמיקום שלו. גרף הקישוריות יכול להראות שבמידה והמשתמש נמצא בנקודת ההתחלה (במצולע מספר 1) והאויב נמצא בנקודת הסיום (במצולע מספר 2) ונניח שהאויב רוצה לנוע לכיוון המשתמש (קו אדום), אז לאחר שהאויב יגיע לתא מספר 3 הוא ייתקע באזור האסור לתנועה.
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איור 24 – סימון המצולעים דרכם עובר המסלול המחושב
נסמן בצהוב את המצולעים דרכם יעבור המסלול שלנו. בקו כחול עבה נסמן את המסלול עצמו.
ניתן לראות בתמונה הבא, שאם האויב יתחיל את התנועה שלו לכיווננו בצורה ישירה, הוא יתקע במכשול.
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איור 25 – מגרש המשחק עם סימון המסלול המחושב
מצד שני, המסלול אשר חושב באמצעות הגרף מראה לנו את הדרך שהיא כמעט אופטימלית.
5.5 קידוד תמונה באמצעות עץ BSP
מטרת קידוד התמונה הינה לשאוף לדחיסה מקסימלית ואיבוד נתונים מינימלי. עם ההתפתחות כוח עיבוד של המחשב, מהירות המעבד ומהירות התקשורת, הדחיסה אינה מהווה גורם מכריע ברוב היישומים. כנגד, במקרה של ניהול בסיס הנתונים של מספר רב של תמונות, מתן גישה יעילה לכל תמונה היא אתגר לא פשוט.
ניתן לבנות את בסיס הנתונים של התמונות באמצעות אינדוקס התמונות כבר לאחר ביצוע פעולת הדחיסה באמצעות אחת השיטות המקובלות (JPEG, Wavelet). השיטה מסתמכת על שימוש בהיסטוגרמה – ניתוח צפיפות הפיקסלים בתמונה על גבי מרחב הצבעים. שימוש בהיסטוגרמה יכול לגרום לאיבוד מידע על הקשר בין חלקים לוגים של התמונה וכתוצאה מכך גורם לאיבוד הנתונים. 
נציג את ה"דור השני" של קידוד התמונה. השיטה החדשה מחלקת את התמונה לאזורים משמעותיים. השיטה הזאת יכולה לספק פתרון טוב יותר מאשר שיטת הקידוד לאחר טרנספורמצית הדחיסה.
נתמקד בשיטת חלוקת התמונה המבוססת על עץ BSP כפי שהוצגה ע"י קיו וסודירמן [14].
אנחנו מחלקים את התמונה לשני חלקים כך שלפחות אחד החלקים הומוגני (בתמונת שחור לבן מדובר בחלק שרובו שחור או לבן).  כל צומת פנימי של העץ מכיל קו הפרדה של התמונה. כל עלה מייצג תא מתוך התמונה (ראה איור 26). התהליך נמשך בצורה רקורסיבית.
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איור 26 – חלקות התמונה באמצעות עץ BSP (מתוך [21])
בתהליך ציור התמונה, לעתים קרובות יש צורך בחישוב ממוצעים של ערכי הפיקסלים הסמוכים. 
עקב חלוקת התמונה לחלקים, אין צורך בביצוע חישובים על כל התמונה, מספיק לחשב את הערך רק בתוך החלק הבודד.
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איור 27 – קידוד תמונה (מתוך [14])
נתבונן בסדרת התמונות באיור 27. התמונה השמאלית העליונה מייצגת את התמונה המקורית. ניתן לראות כיצד מתבצעת חלוקת התמונה לחלקים באמצעות עץ BSP. 
לאחר מספר צעדים אנחנו שוב יכולים לייצג את התמונה המקורית באיכות הנדרשת.
6 הצעות לייעול
6.1 מלבן חוסם מינימלי

העבודה הנוכחית הראתה כי ברוב היישומים בהם משתמשים בעץ BSP, ישנה חשיבות רבה ליעילות הפעולות. אחת הפעולות הנפוצות בעבודה עם עץ BSP היא בדיקה האם המצולע (במקרה של מרחב דו ממדי) נחתך ע"י קו מחלק. על מנת לייעל את התהליך אנחנו יכולים להשתמש בבדיקה נוספת: האם הקו חותך את המלבן החוסם המינימלי של המצולע (ראה איור 28)
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איור 28 - מלבן חוסם מינימלי
למרות הגדלת מספר הפעולות, לדעתי, התוספת תביא להתייעלות משמעותית. הבדיקה האם קו חותך את המלבן החוסם המינימלי יחסית קלה מהבדיקה עבור מצולע עצמו. עבור רוב המצולעים בסצנה נוכל לחסוך את הפעולות המורכבות לבירור חיתוך מדויק, הרי אם קו אינו חותך את המלבן החוסם המינימלי, הוא גם אינו חותך את המצולע עצמו (ראה איור 29).
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איור 29- קו אינו חותך מצולע
העובדה שקו חותך את המלבן החוסם המינימלי אינה מוכיחה שקיים חיתוך בין המצולע לבין הקו עצמו, אלה רק מסמנת את המצולע כ"חשוד" להיחתך עם הקו. באיור 30 ניתן לראות הדוגמא למקרה בו הקו חותך את המלבן החוסם המינמלי ואינו חותך את המלבן עצמו.
[image: image30.png]



איור 30 -המצולע "חשוד"
את הבדיקה עבור מצולעים "חשודים" אנחנו מבצעים בצורה רגילה. 
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איור 31 - המצולע נחתך בפועל ע"י הקו  

6.2 שימוש בבלוקים עבור גושי צמתים בעץ BSP
החזקת עץ ה-BSP עבור מספר רב של ישויות בזיכרון הפנימי יכולה להיות יקרה מדי מבחינת הנפחים וכתוצאה מכך נאלץ להשתמש בזיכרון חיצוני (כונן קשיח).  זמן הגישה לזיכרון החיצוני גדול בהרבה מהזמן הנדרש עבור הפעולות בזיכרון. אגרוול וויטר [1] הציעו שיטה לגישה מקבילית לזיכרון החיצוני. בשיטה הזו רק מחשבים את גישות הקלט\פלט (I/O) לזיכרון החיצוני, כל פעולה בזיכרון מתבצעת "חינם".  בפעולת קלט\פלט בודדת מתבצעת קריאה או כתיבה של בלוק אשר מכיל B פריטים. נניח שהזיכרון החיצוני יכול להכיל M פריטים וש-B<<M<<n. 
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איור 32 - בלוקים של צמתים בעץ BSP (מתוך [1])
באיור 32 ניתן לראות כיצד צמתים של עץ BSP, נסמן אותו T, מקובצים בבלוקים. B צמתים ראשונים שמסומנים בחיפוש לרוחב בפעם הראשונה, מקובצים בבלוק אחד. הצאצאים של הצמתים שנמצאים ב-B שבעצמם אינם נמצאים בתוך B, מהווים שורשים לתת עצים. כל אחד מהעצים מקובץ בבלוק בעצמו בצורה רקורסיבית (כל צאצא בבלוק נפרד). 
לאחר בניית העץ לפי השיטה שתיארנו, יעילות אלגוריתם השליפה זהה למקרה של עץ רגיל, פרט למקרה כאשר האלגוריתם חייב לבקר צומת v מחוץ לבלוק הנוכחי. במקרה כזה הביקור בצומת v נדחה ע"י הצבת הבלוק המכיל את v בתור. האלגוריתם ממשיך לחפש בבלוק הנוכחי ויבקר בצומת v רק כאשר הבלוק המכיל את v יובא מתוך התור.
שיטת הבלוקים שתוארה כאן מכילה בלוקים ריקים בתחתית העץ. הבלוק הריק נקרא בלוק – עלה (leaf - block). על מנת להבטיח שגודל העץ חסום ע"י O(n/B) אנחנו מאחדים אחד או יותר בלוקים – עלה ביחד, כך שכל בלוק עלה אחר (בסדר מימין לשמאל) יכיל B/2 עצמים.
7 שימוש בעצי BSP בכלים מסחריים

חברת ESRI (Environmental Systems Research Institute) הינה חברה המובילה בתחום מערכות מידע גאוגרפי (GIS). החברה נוסדה בשנת 1969 ע"י Jack Dangermond אשר מכהן כנשיא החברה עד היום. המשרדים הראשיים של החברה נמצאים בעיירה Redlands, מדינת קליפורניה, ארה"ב. החברה משווקת פתרונות GIS עבור ארגונים וגופים פרטיים. חבילת התוכנה ArcGIS מכילה משפחת מוצרים לפיתוח ושימוש כיישומי קצה עבור מחשבי Client , פתרונות WEB, מחשבים ניידים ו-Mobile Platform. ביחד עם חבילת תוכנה ArcGIS מספקת חברת ESRI מספר רב של הרחבות לחישובים מתקדמים כגון: ניתוחים על בסיס מידע וקטורי, ניתוחי רסטר, ניתוחי רשתות, הפקת חומר המיפוי וכו' [20].
בגרסאות הישנות של ArcGIS סופקה הרחבה לחישוב שטחים נצפים.  
ניעזר בדוגמא מתוך המאמר שנכתב ע"י רנה [15]. נתבונן בתוכנית של אחת הקומות של גלריה לאומנות בעיר לונדון.
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איור 33- תוכנית הקומה  (מתוך [15])
שטח הקומה מכוסה ע"י המצלמות בצפיפות גבוהה. סה"כ נמצאות בקומה 4298 מצלמות אבטחה. האלגוריתם לחישוב צפיפות חפיפת התחומים מספק פתרון סביר לבעיית חישוב האזורים המכוסים ע"י מצלמות האבטחה בצורה מיטבית. כמו כן האלגוריתם מוציא כפלט מספר מינימלי של המצלמות הנדרש לכיסוי שטח הקומה.
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איור 34- מיקום המצלמות וכיסוי השטח (מתוך [15])
ההרחבה Isovist Analyst של חברת ESRI אפשרה ביצוע החישובים מהסוג שתוארו כאן.

הגרסה Isovist Analyst 1.1 השתמשה באלגוריתם לא אופטימלי המבוסס על מעקב אחרי קרנות האור. זמן עיבוד הנתונים עבור הבעיה של גלריה לאומנות בלונדון בגרסה הזו של ההרחבה עמד על שעתיים. ביצוע אותו חישוב בגרסה Isovist Analyst 2.0 המשתמשת בעצי BSP במחשב זהה (Pentium 3, 1GHz, 512 Mb RAM) לקח 3 דקות בלבד.
8 דיון וכיווני מחקר עתידיים
ראינו שימושים שונים בעצי BSP לחלוקת המרחב. שימוש בעץ BSP בתחום הגרפיקה הממוחשבת מהווה פריצת דרך בתחום כולו. בעבודה זו ראינו שימושים נרחבים במבנה הנתונים הזה. החל משנת 1981 פורסמו עבודות רבות העוסקות באלגוריתמים שונים המשתמשים בעץ BSP. 
ניתן להגיד שעצי BSP היו בשימוש רחב ביישומים שונים באמצע שנות ה-80 עד תחילת שנות ה-90. 
בסוף שנות ה-90 ותחילת שנות 2000 עצי BSP הוחלפו ע"י מבני נתונים מודרניים יותר.

החולשה העיקרית של שימוש בחלוקת המרחב הבינרית הינה האי-חסינות בפני שינוי הסצנה. עדכון העצמים בסצנה מחייב בנייה מחודשת של העץ. ביישומים דינאמיים עובדה זו יכולה לגרום לבעיות ביצועיות.
עץ ה-BSP הינו מבנה נתונים טוב למיון עצמים במרחב, אך אינו מתאים לרנדור המרחב לבדו.

למרות שעץ ה-BSP כבר לא מהווה מבנה נתונים אולטימטיבי למיון העצמים במרחב, שיטות מודרניות, כמו בניית המודלים התלת-ממדיים (Constructive Solid Geometry – GCS) או אי ציור השטחים הבלתי נראים במהלך הרנדור (back face culling) עדיין נעזרות בעצי BSP בעת ביצוע פעולות מרחביות. 
לדעתי, עץ ה-BSP עדיין יכול להיות פתרון פונקציונלי. קיימים תחומים רבים בהם יש צורך בשימוש במבנה נתונים המאפשר מיון טוב במרחב. בעבודה הזו חקרנו את עץ ה-BSP במספר מצומצם של היבטים. אולם, לא התעמקנו בהשפעת שינוי העצמים על העץ, פעולות על מספר עצים ומיצוי מציאת החלוקה האופטימלית עבור המרחב הנתון.
נושא החלוקה האופטימלית הינו נושא ראשון המצריך את המשך המחקר בתחום.
9 יישום לדוגמא
במסגרת העבודה אנחנו ניישם חלק מהדברים שנסקרו בעבודה. יישום ההדגמה ימומש על בסיס סביבת הפיתוח Net 2.0 ושפת פיתוח C#. 
היישום מאפשר להזין מצולעים חופשיים ולבנות עבורם עץ BSP. בניית העץ מתמקדת בבחירה יעילה של קווי חלוקה על מנת להקטין את מספר המצולעים שיפוצלו.  לאחר בניית העץ, המשתמש בוחר את מיקום המצלמה במרחב ואת כיוון המבט של המצלמה. לאחר שחרור העכבר (אירוע Mouse Up) מתבצעת בדיקה אלו מהמצולעים במרחב נראים למצלמה. 
בדיקת הנראות מתבצעת באופן הבא:

1. קודם כל אנחנו מזהים לאיזה עלה בעץ BSP שייך מיקום המצלמה. 
2. בדיקת הנראות עבור המצולעים הנשמרים בעלה.
3. מעבר על העץ ובדיקת המצולעים המשתייכים לצמתים אשר נחתכים ע"י וקטור הסתכלות של המצלמה.
לאחר סיום בדיקת המצולעים בעלה אליו שייך מיקום המצלמה, אנחנו נעלה לרמה של אב קדמון של אותו עלה בעץ BSP. ברמה הזו אנו בודקים האם וקטור המבט חצה את הקו המפריד הנשמר בצומת. אם כן אנחנו בודקים את הנראות עבור המצולעים הנשמרים בבן השני. באותה צורה אנחנו עולים  רמה אחרי רמה עד שמגיעים לשורש העץ.
הפרויקט מורכב משלושה קבצים: .frmMain.cs – הקובץ והמחלקה הראשית, אחראית על התצוגה ובניית העץ, GeneralServices – קובץ והמחלקה מרכזת שירותים כללים עבור הפרויקט וקובץ Classes – מכיל הגדרה עבור מספר מחלקות עזר בהם נשתמש במהלך היישום.
קוד הפרויקט ניתן לראות בנספח א' של העבודה.
המשתמש מזין את המצולעים באזור העבודה. כל דקירה על אזור העבודה מוסיף נקודה למצולע החדש. דקירה כפולה מסיימת הזנת המצולע החדש.
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איור 35 - הזנת המצולעים
אחרי הזנת המצולעים, על המשתמש ללחוץ על הכפתור "בנה עץ BSP", הפעולה מבצעת קריאה לפונקציה אשר בונה את עץ ה-BSP עבור המצולעים שהוזנו. העץ מוצג באזור העבודה וגם ברכיב העץ בצד השמאלי של המסך. במהלך הבנייה היישום מנסה לבחור את החלוקה האופטימלית (החלוקה אשר גורמת למספר קטן ביותר של חילוקי מצולע).
כאשר עלינו לבדוק באיזה צד מהקו נמצא המצולע, קודם אנחנו בודקים את היחס עבור המלבן החוסם המינימלי.
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איור 36 - עץ BSP עבור המצולעים שהוזנו
כל מצולע מקבל מזהה חד ערכי. אם במהלך בניית העץ, המצולע מחולק לשני תת-מצולעים, כל אחד מהחלקים שלו מקבל מזהה חדש, אשר מורכב ממזהה אב, קו תחתון וספרה 1 או 2 (ראה באיור 36 מצולע 2).

אחרי בניית העץ, על המשתמש לעבור למצב הזנת מיקום המצלמה. המשתמש בוחר את מיקום המצלמה ווקטור המבט.
האלגוריתם מוצא באמצעות עץ BSP איפה נמצאת המצלמה ובצורה רקורסיבית בודק אילו מהענפים של העץ יכולים להיחתך ע"י וקטור המבט.
 האלגוריתם מתחיל בעלה אשר מגדיר אזור בו מוקמה המצלמה. לאחר בדיקת המצולעים בתא, אנחנו עולים לרמת האב. צומת האב מכיל קו חלוקה אשר תוחם את אזור הבן. אם וקטור המבט אינו חוצה את קו החלוקה של האזור, אז כל המצולעים בבן השני של האב לא ייבדקו כלל. אנחנו ממשיכים לעלות ברמות עד שמגיעים לשורש העץ.
אם ברמה כלשהי יתגלה שווקטור המבט חוצה את קו החלוקה, נבצע סריקה לעומק של התת-ענף הרלוונטי על מנת לברר העם קיימים מצולעים הנראים למצלמה. במהלך הסריקה נבקר רק באזורים אשר נחתכים ע"י הווקטור.
המצולעים הנראים ייצבעו באדום (ראה איור 37).
[image: image37.png]DX N 112 17322980 4

‘ BSP \» ma

mxndYN @ Ywamma O





איור 37- בדיקת נראות
10 מילון מושגים

· ממ"ג (GIS) – מערכת מידע גאוגרפית (בראשי תיבות: ממ"ג; באנגלית: Geographic Information Systems או GIS) היא תוכנה המאפשרת הפקה, מיון, שליפה ופילוח של מידע גאוגרפי ושילוב תכנים ממספר שכבות מידע, המבוססות ברובן על מערך מיפוי
· רנדור (rendering) – תהליך יצירת התמונה של המודל באמצעות התוכנה.
· עץ kd (kd tree) – עץ חיפוש שמיועד לאחסון יעיל של נקודות במרחב k ממדי (ומכאן שמו). עצי kd הם מקרה פרטי של עצי BSP.
· עץ רביעים (quadtree) – מבנה נתונים בצורת עץ, כאשר כל צומת פנימי בעץ מכיל ארבעה בנים. לרוב משמש לחלוקת המרחב  הדו ממדי לארבעה חלקים. 
· קמור – הקְמוֹר של עצם או אוסף של עצמים הוא העצם הקמור המינימלי המכיל אותם. במקרה הפרטי שבו אוסף העצמים הוא אוסף של נקודות, קטעים ומצולעים במישור הדו-ממדי, ניתן לחשוב על הקמור כעל גומייה שנמתחה כך שתקיף את כולם, ולאחר מכן שוחררה עליהם
· עץ אדום שחור -  מבנה נתונים המממש עץ חיפוש בינרי בצורה מאוזנת, שבו לכל צומת יש תוכן, אך גם צבע (אדום או שחור), דבר העוזר לשמור על איזון העץ.
· shadow volumes – בגרפיקה ממוחשבת טכניקה להוספה שטחים מוצלים לסצנה אשר מצטיירת. נפחי ההצללה מחלקים את העולם לשני חלקים: חלק מוצל וחלק מואר. 
· triangulation - תילות או טריאנגולציה היא חלוקה של משטח למשולשים, או - בהכללה - חלוקה של עצם גיאומטרי מממד כלשהו לעצמים פשוטים. 
· Delaunay triangulation - תילות דלוני של קבוצת נקודות במישור הוא שילוש של קבוצת הנקודות (כלומר, חלוקה של הקמור של קבוצת הנקודות למשולשים כך שכל הנקודות בקבוצה הן קדקודים של המשולשים) כך שאף נקודה אינה נמצאת בתור המעגל החוסם אחד מהמשולשים.
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 נספח א' – קוד הפרויקט
frmMain.cs
public partial class frmMain : Form

    {

        //Default view angle.

        private double VIEW_ANGLE = 5 * Math.PI/180;

        private List<Point> m_objCurrentPolygon = null;

        private List<List<Point>> m_objFullScena = null;

        private List<TPolygon> m_objBSPTree = null;

        private Graphics m_objGraphics = null;        

        private Pen m_objPen = null;      

        private int m_intRecursiveCounter = 0;

        private int m_intMaxNumberRecursiveCall = 0;

        private Font m_objWeddingFont = null;

        private Point m_objFromPoint = Point.Empty;

        private BSPNode m_objRoot = null;

        private IntPtr m_objDrawPen = IntPtr.Zero;

        private IntPtr m_objDrawBrush = IntPtr.Zero;

        private bool m_blnNextTimeDraw = true;

        private bool m_blnPartialFeedbackDraw = false;

        private bool m_blnIsStarted = false;

        private Point[] m_arrLastSegmentPoints = null;

        public frmMain()

        {

            InitializeComponent();

        }

        //In form load we init draw parametrs.

        private void frmMain_Load(object sender, EventArgs e)

        {

            m_objPen = new Pen(Color.Black,2);

            m_objFullScena = new List<List<Point>>();

            m_objWeddingFont = new Font("Webdings", 20);            

            m_objGraphics = Graphics.FromHwnd(scenaArea.Handle);

m_objGraphics.SmoothingMode = System.Drawing.Drawing2D.SmoothingMode.AntiAlias;

m_objGraphics.TextRenderingHint = System.Drawing.Text.TextRenderingHint.AntiAlias;

            Color objInvertedColor = InvertColor(Color.Black );

int intInvertedColor = DrawServices.GetInstance.RGB(objInvertedColor.R, objInvertedColor.G, objInvertedColor.B);

m_objDrawPen = DrawServices.CreatePen(PenStyles.PS_SOLID, 2, intInvertedColor);

m_objDrawBrush = DrawServices.GetStockObject(DrawServices.ENUMStockLogicalObjects.NULL_BRUSH);            

        }

        #region Draw on Scene

        /// <summary>

        /// Handle mouse double click event on scene area.

        /// </summary>      

        private void scenaArea_DoubleClick(object sender, EventArgs e)

        {

            if (rbBuildTree.Checked)

            {

                m_blnIsStarted = false;

                if (ValidateInputPolygon(m_objCurrentPolygon))

                {

                    m_objFullScena.Add(m_objCurrentPolygon);

                }

                else

                {

MessageBox.Show("Illegal input. Input's polygon cannot intersect himself or other polygons in scene.", "Illegal input",MessageBoxButtons.OK,MessageBoxIcon.Warning);

                  Application.DoEvents();

                  RefreshScene();

                }

                m_objCurrentPolygon = null;

            }

        }        

private bool ValidateInputPolygon(List<Point> p_objInputPolygon)

        {

            if (p_objInputPolygon.Count < 3)

            {

                return false;

            }

            //Check selfintersection

            Line objTempSegment = null, objCurrentSegment = null;

Line objLastSegment = new Line(p_objInputPolygon[p_objInputPolygon.Count - 1],

                                            p_objInputPolygon[0]);

            for (int i = 0; i < p_objInputPolygon.Count - 2; i++)

            {

objCurrentSegment = new Line(p_objInputPolygon[i],p_objInputPolygon[i + 1]);

for (int j = i + 1; j < p_objInputPolygon.Count - 1; j++)

                {

objTempSegment = new Line(p_objInputPolygon[j], p_objInputPolygon[j + 1]);

if(objTempSegment.FromPoint.Equals(objCurrentSegment.FromPoint) ||                        objTempSegment.FromPoint.Equals(objCurrentSegment.ToPoint) ||                        objTempSegment.ToPoint.Equals(objCurrentSegment.FromPoint) ||                        objTempSegment.ToPoint.Equals(objCurrentSegment.ToPoint))

                    {

      
                  continue;

  }                  
   if(GeneralServices.GetInstance.IsLineIntersected(objCurrentSegment, objTempSegment))

                    {

                        return false;

                    }

                }

                if(objLastSegment.FromPoint.Equals(objCurrentSegment.FromPoint) ||                        objLastSegment.FromPoint.Equals(objCurrentSegment.ToPoint) ||                        objLastSegment.ToPoint.Equals(objCurrentSegment.FromPoint) ||                        objLastSegment.ToPoint.Equals(objCurrentSegment.ToPoint))

                {

                    continue;

                }

if(GeneralServices.GetInstance.IsLineIntersected(objCurrentSegment, objLastSegment))

                {

                    return false;

                }               

            }

            //Check for intersection with other polygons.

TPolygon objTempPolygon = new TPolygon(p_objInputPolygon, Guid.NewGuid().ToString());

            TPolygon objCurrentPolygon = null;

            for (int i = 0; i < m_objFullScena.Count; i++)

            {

objCurrentPolygon = new TPolygon(m_objFullScena[i],Guid.NewGuid().ToString());

                if(GeneralServices.GetInstance.IsTwoPolygonIntersected(objTempPolygon,objCurrentPolygon))

                {

                    return false;

                }

            }

            objTempPolygon = null;

            return true;            

        }

        /// <summary>

        /// Handle mouse claick event on scene area.

        /// </summary>        

 private void scenaArea_MouseClick(object sender, MouseEventArgs e)

        {

            if (rbBuildTree.Checked)

            {

                Point objPoint = new Point(e.X, e.Y);

                if (m_blnIsStarted)

                {

                    m_objCurrentPolygon.Add(objPoint);      

                }

                else

                {

                    m_blnIsStarted = true;

                    if (m_objCurrentPolygon == null)

                    {

                        m_objCurrentPolygon = new List<Point>();

                    }

                    else

                    {

                        m_objCurrentPolygon.Clear();

                    }

m_arrLastSegmentPoints = new System.Drawing.Point[2];

                    m_objCurrentPolygon.Add(objPoint);                    

                }

            }           

        }

        /// <summary>

        /// Handle mouse down event on scene area.

        /// </summary>        

private void scenaArea_MouseDown(object sender, MouseEventArgs e)

        {

            if (rbDraw.Checked)

            {

                m_objFromPoint = new Point(e.X, e.Y);

m_objGraphics.DrawString("µ", m_objWeddingFont, Brushes.Black, e.X - 10, e.Y - 10);

                if (m_objCurrentPolygon == null)

                {

                    m_objCurrentPolygon = new List<Point>();

                }

                else

                {

                    m_objCurrentPolygon.Clear();

                }

                m_arrLastSegmentPoints[0] = m_objFromPoint;

                m_arrLastSegmentPoints[1] = m_objFromPoint;

                m_arrLastSegmentPoints[2] = m_objFromPoint;                

                m_blnPartialFeedbackDraw = false;

                DrawFeedback();

            }

        }

        /// <summary>

        /// Handle mouse up event on scena area.

        /// </summary>        

        private void scenaArea_MouseUp(object sender, MouseEventArgs e)

        {

            if (rbDraw.Checked)

            {

                Point objCurrentPoint = new Point(e.X, e.Y);

    BSPNode objQueryNode = BSPSearch(m_objFromPoint,     m_objRoot);

                Line objVisibilityLine = null;

                m_blnPartialFeedbackDraw = false;

                DrawFeedback();

                m_objCurrentPolygon.Clear();

                m_objCurrentPolygon = null;

                m_objGraphics.Clear(scenaArea.BackColor);

                DrawAllPolygons(m_objRoot);                

                double dblAngle = 0;

                if (objCurrentPoint.X - m_objFromPoint.X != 0)

                {                    

dblAngle = Math.Atan((double)(m_objFromPoint.Y - objCurrentPoint.Y) /

                  (objCurrentPoint.X - m_objFromPoint.X));

                  if ((objCurrentPoint.X - m_objFromPoint.X) < 0)

                  {

                      dblAngle += Math.PI;

                  }

double dblDistance = GeneralServices.GetInstance.GetDistanceBetweenTwoPoints(objCurrentPoint, m_objFromPoint);

for (double i = dblAngle - VIEW_ANGLE / 2; i <= dblAngle + VIEW_ANGLE / 2; i++)

                    {

objCurrentPoint.X = (int)(m_objFromPoint.X + (float)(dblDistance * Math.Cos(i)));

objCurrentPoint.Y = (int)(m_objFromPoint.Y - (float)(dblDistance * Math.Sin(i)));

objVisibilityLine = new Line(m_objFromPoint, objCurrentPoint);

                        InitBSPTree(m_objRoot);

CheckVisibility(objQueryNode, objVisibilityLine);

                    }

                }

                m_objFromPoint = Point.Empty;

            }

        }

        /// <summary>

        /// The function marks any node in the tree as unvisited.

  /// Must be called before new visibility check for cleaning old node's marks.

        /// </summary>

        /// <param name="p_objParentNode">The root node of the BSP tree.</param>

        private void InitBSPTree(BSPNode p_objParentNode)

        {

            if (p_objParentNode == null)

                return;

            p_objParentNode.IsVisited = false;

            if(p_objParentNode.LeftChild != null)

                InitBSPTree(p_objParentNode.LeftChild);

            if (p_objParentNode.RightChild != null)

                InitBSPTree(p_objParentNode.RightChild);

        }

        private Color InvertColor(Color p_objInvertedColor)

        {

Color objInvertedColor = Color.FromArgb(p_objInvertedColor.A,

                255 - p_objInvertedColor.R,

                255 - p_objInvertedColor.G,

                255 - p_objInvertedColor.B);

            return objInvertedColor;

        }

        /// <summary>

        /// Refresh and redraws the all scene.

        /// </summary>

        private void RefreshScene()

        {

            m_objGraphics.Clear(scenaArea.BackColor);

            for (int j = 0; j < m_objFullScena.Count; j++)

            {

m_objGraphics.DrawPolygon(m_objPen, m_objFullScena[j].ToArray());

            }

        }

        /// <summary>

  /// The function handles new polygon drawing. Copy all old drawn polygons to display.

        /// </summary>

        private void DrawCurrentPolygon(bool p_blnXORDraw)

        {            

            if (m_objCurrentPolygon != null)

            {                

                Point[] arrPolygon = m_objCurrentPolygon.ToArray();                   

                m_objGraphics.DrawPolygon(m_objPen, arrPolygon);                          

            }                      

        }

        /// <summary>

        /// Handle mouse move event on scene area.

        /// </summary>        

private void scenaArea_MouseMove(object sender, MouseEventArgs e)

            {

            Point objPoint = new Point(e.X, e.Y);

            if (rbBuildTree.Checked && m_objCurrentPolygon != null)

            {

                if (m_objCurrentPolygon.Count == 1)

                {

                    m_objCurrentPolygon.Add(objPoint);                    

                }

                else if (m_objCurrentPolygon.Count == 2)

                {

                    m_arrLastSegmentPoints[0] = m_objCurrentPolygon[0];

                    m_arrLastSegmentPoints[1] = m_objCurrentPolygon[1];

                    m_blnPartialFeedbackDraw = true;

                    DrawFeedback();

m_objCurrentPolygon[m_objCurrentPolygon.Count - 1] = objPoint;

                    m_arrLastSegmentPoints[0] = m_objCurrentPolygon[0];

                    m_arrLastSegmentPoints[1] = m_objCurrentPolygon[1];

                    m_blnPartialFeedbackDraw = true;

                    DrawFeedback();                    

                }

                else if (m_objCurrentPolygon.Count > 2)

                {

                    if (m_arrLastSegmentPoints.Length == 2)

                    {

m_arrLastSegmentPoints = new System.Drawing.Point[3];

                    }

                    else

                    {

                        m_arrLastSegmentPoints[0] = m_objCurrentPolygon[m_objCurrentPolygon.Count - 2];

m_arrLastSegmentPoints[1] = m_objCurrentPolygon[m_objCurrentPolygon.Count - 1];

m_arrLastSegmentPoints[2] = m_objCurrentPolygon[0];

                        m_blnPartialFeedbackDraw = true;

                        DrawFeedback();

                    }

                    m_objCurrentPolygon[m_objCurrentPolygon.Count - 1] = objPoint;                    

m_arrLastSegmentPoints[0] = m_objCurrentPolygon[m_objCurrentPolygon.Count - 2];

m_arrLastSegmentPoints[1] = m_objCurrentPolygon[m_objCurrentPolygon.Count - 1];

                  m_arrLastSegmentPoints[2] = m_objCurrentPolygon[0];

                  m_blnPartialFeedbackDraw = true;

                  DrawFeedback();

                }

            }

            else

            {

float fRadius = GeneralServices.GetInstance.GetDistanceBetweenTwoPoints(objPoint, m_objFromPoint);

                if (m_objFromPoint != PointF.Empty && fRadius > 0)

                {                      

                    double fAlfa = 0;

                    if ((objPoint.X - m_objFromPoint.X) == 0)

                    {

                        if ((objPoint.Y - m_objFromPoint.Y) > 0)

                        {

                            fAlfa = Math.PI / 2;

                        }

                        else

                        {

                            fAlfa = -Math.PI / 2; 

                        }

                    }

                    else

                    {

fAlfa = (float)(Math.Atan((m_objFromPoint.Y - objPoint.Y) / (float)(objPoint.X - m_objFromPoint.X)));

                        if ((objPoint.X - m_objFromPoint.X) < 0)

                        {

                            fAlfa += Math.PI;

                        }                      

                    }                

                  Point objTempPnt1 = new Point();

objTempPnt1.X = (int)(m_objFromPoint.X + fRadius *  Math.Cos(fAlfa - VIEW_ANGLE));

objTempPnt1.Y = (int)(m_objFromPoint.Y - fRadius * Math.Sin(fAlfa - VIEW_ANGLE));

                  Point objTempPnt2 = new Point();

objTempPnt2.X = (int)(m_objFromPoint.X + fRadius * Math.Cos(fAlfa + VIEW_ANGLE));

objTempPnt2.Y = (int)(m_objFromPoint.Y - fRadius * Math.Sin(fAlfa + VIEW_ANGLE));

                  m_blnPartialFeedbackDraw = false;

                  DrawFeedback();                    

                  m_arrLastSegmentPoints[0] = objTempPnt1;

                  m_arrLastSegmentPoints[1] = m_objFromPoint;

                  m_arrLastSegmentPoints[2] = objTempPnt2;

                  m_blnPartialFeedbackDraw = false;

                  DrawFeedback();

                }                

            }

        }

        /// <summary>

 /// Draw scene with all polygons. Draw all split lines and id of split polygons.

        /// </summary>

        /// <param name="p_objParentNode">Parent node of the BSP tree.</param>

/// <param name="p_objGraphics">Graphics object we draw on using GDI+.</param>

        private void DrawAllPolygons(BSPNode p_objParentNode)

        {

            if (p_objParentNode == null)

                return;

            if (p_objParentNode.SeparateLine != null)

            {

m_objGraphics.DrawLine(new Pen(Color.Green,2), p_objParentNode.SeparateLine.FromPoint, p_objParentNode.SeparateLine.ToPoint);

            DrawAllPolygons(p_objParentNode.LeftChild);

      
      DrawAllPolygons(p_objParentNode.RightChild);

            }

            else if (p_objParentNode.NodeObjects != null &&

                    p_objParentNode.NodeObjects.Count > 0)

            {

                Pen objCurrentPen = new Pen(Color.Black, 2);

for (int i = 0; i < p_objParentNode.NodeObjects.Count; i++)

                {

                m_objGraphics.DrawPolygon(objCurrentPen, p_objParentNode.NodeObjects[i].Points.ToArray());

                    m_objGraphics.DrawString(p_objParentNode.NodeObjects[i].ID, this.Font, Brushes.DarkBlue, p_objParentNode.NodeObjects[i].CenterPoint);

                }

            }

        }

        #endregion

        #region BSP

        /// <summary>

        /// The function calculate visibility on visibility vector.

        /// The function marks (fill) visible nodes 

        /// </summary>

        /// <param name="p_objCameraNode">Root of the tree the search will start from.</param>

        /// <param name="p_objVisibilityVector">Visibility vector.</param>

        private void CheckVisibility(BSPNode p_objCameraNode, Line p_objVisibilityVector)

        {

            int intIntersectionResult= - 1;

            if (p_objCameraNode == null || p_objCameraNode.IsVisited)

            {

                return;

            }

            p_objCameraNode.IsVisited = true;

            if (p_objCameraNode.SeparateLine != null)

            {

                if (p_objCameraNode.LeftChild.IsVisited == false &&

                    GeneralServices.GetInstance.IsLineIntersectEnvelope(p_objVisibilityVector, p_objCameraNode.LeftChild.Envelope))

                {

                    CheckVisibility(p_objCameraNode.LeftChild, p_objVisibilityVector);

                }     

if (p_objCameraNode.RightChild.IsVisited == false &&                    GeneralServices.GetInstance.IsLineIntersectEnvelope(p_objVisibilityVector, p_objCameraNode.RightChild.Envelope))

{

CheckVisibility(p_objCameraNode.RightChild, p_objVisibilityVector);

                }

if (p_objCameraNode.ParentNode != null && p_objCameraNode.ParentNode.IsVisited == false)

                {

                   CheckVisibility(p_objCameraNode.ParentNode, p_objVisibilityVector);

                }

            }

            else

            {           

for (int i = 0; i < p_objCameraNode.NodeObjects.Count; i++)

                {

intIntersectionResult = GeneralServices.GetInstance.IsLineIntersectPolygon(p_objCameraNode.NodeObjects[i], p_objVisibilityVector);

                    //There is some intersection.

                    if (intIntersectionResult > -1)

                    {                        

                        m_objGraphics.FillPolygon(Brushes.SkyBlue, p_objCameraNode.NodeObjects[i].Points.ToArray());

                        m_objGraphics.DrawString(p_objCameraNode.NodeObjects[i].ID, this.Font, Brushes.DarkBlue, p_objCameraNode.NodeObjects[i].CenterPoint);                                            }

                }

if (p_objCameraNode.ParentNode != null && p_objCameraNode.ParentNode.IsVisited == false)

                {

                    CheckVisibility(p_objCameraNode.ParentNode, p_objVisibilityVector);

                }

            }

        }

        /// <summary>

        /// The function builds BSP tree for input's polygon.

        /// </summary>        

        private void cmbBuildBSP_Click(object sender, EventArgs e)

        {

            TPolygon objPolygon = null;

            m_objBSPTree = new List<TPolygon>(m_objFullScena.Count);

            float fXMinvalue = float.MaxValue;

            float fXMaxvalue = float.MinValue;

            float fYMinvalue = float.MaxValue;

            float fYMaxvalue = float.MinValue;

            //Find envelope of all scene.

            for (int i = 0; i < m_objFullScena.Count; i++)

            {

objPolygon = new TPolygon(m_objFullScena[i],i.ToString());

                m_objBSPTree.Add(objPolygon);

                if (fXMinvalue > objPolygon.Envelope.Left)

                {

                    fXMinvalue = objPolygon.Envelope.Left;

                }

                if (fXMaxvalue < objPolygon.Envelope.Right)

                {

                    fXMaxvalue = objPolygon.Envelope.Right;

                }

                if (fYMinvalue > objPolygon.Envelope.Top)

                {

                    fYMinvalue = objPolygon.Envelope.Top;

                }

                if (fYMaxvalue < objPolygon.Envelope.Bottom)

                {

                    fYMaxvalue = objPolygon.Envelope.Bottom;

                }

            }

            float fXMeanvalue = (fXMinvalue + fXMaxvalue) / 2;

            //Sort the entities for improving perfomance.

            m_objBSPTree.Sort(CompareByEnvelope);

            //Clear presentation tree view.

            treeView1.Nodes.Clear();

            List<Point> objRootEnvelope = new List<Point>();

            objRootEnvelope.Add(new Point(0,0));

            objRootEnvelope.Add(new Point(scenaArea.Width, 0));

objRootEnvelope.Add(new Point(scenaArea.Width, scenaArea.Height));

            objRootEnvelope.Add(new Point(0, scenaArea.Height ));

            m_intMaxNumberRecursiveCall = m_objBSPTree.Count + 1; 

            m_intRecursiveCounter = 0;

m_objRoot = new BSPNode(m_objBSPTree, null, objRootEnvelope);

            //Build BSP tree.

m_objRoot = BuildBSPTree(m_objBSPTree, m_objRoot, objRootEnvelope);

            if(m_objRoot != null)

                m_objRoot.ParentNode = null;

            m_objGraphics.Clear(scenaArea.BackColor);

            DrawAllPolygons(m_objRoot);

            ShowTree(m_objRoot, null);

            treeView1.ExpandAll();

        }

        /// <summary>

        /// The function build BSP tree in tree view.

        /// </summary>

        /// <param name="p_objRootNode">Parent BSP node.</param>
/// <param name="p_objParentNode">Parent node in tree view.</param>

private void ShowTree(BSPNode p_objRootNode, TreeNode p_objParentNode)

        {

            if (p_objRootNode == null)

                return;

            TreeNode objTreeNode = new TreeNode();

            if (p_objRootNode.SeparateLine != null)

            {

                objTreeNode.Text = p_objRootNode.Text;

                if (p_objParentNode == null)

                {

                    treeView1.Nodes.Add(objTreeNode);

                }

                else

                {

                    p_objParentNode.Nodes.Add(objTreeNode);

                }

                if (p_objRootNode.LeftChild != null)

                {

                    ShowTree(p_objRootNode.LeftChild, objTreeNode);

                }

                if (p_objRootNode.RightChild != null)

                {

                    ShowTree(p_objRootNode.RightChild, objTreeNode);

                }

            }

            else

            {

                objTreeNode.Text = p_objRootNode.Text;

                if (p_objParentNode != null)

                {

                    p_objParentNode.Nodes.Add(objTreeNode);

                }

            }

        }

        /// <summary>

        /// Recursive function that builds BSP tree for polygons list.

        /// Separate space and create recursively BSP nodes.

        /// </summary>

        /// <param name="p_objPolygons">Polygon's input list.</param>

        /// <param name="p_objRoot">BSP tree's root.</param>

        /// <param name="p_objEnvelope">Space envelope.</param>

        /// <returns></returns>

        private BSPNode  BuildBSPTree(List<TPolygon> p_objPolygons,BSPNode p_objRoot,List<Point> p_objEnvelope)

        {                        

            if (p_objPolygons == null || p_objPolygons.Count == 0)

            {

                return null ;

            }

            //Single node case.

            else if (p_objPolygons.Count == 1)

            {

                BSPNode objLeafNode = new BSPNode(p_objPolygons[0], p_objRoot, p_objEnvelope);                

                return objLeafNode;                

            }

            //Two nodes. Separate line will pass in the midle.

            else if (p_objPolygons.Count == 2)

            {

                m_intRecursiveCounter++;

                if (m_intRecursiveCounter >= m_intMaxNumberRecursiveCall)

                {

                    BSPNode objLeafNode = new BSPNode(p_objPolygons, p_objRoot, p_objEnvelope);

                    return objLeafNode;

                }

                else

                {                    

                    BSPNode objInternalNode = new BSPNode(p_objPolygons, p_objRoot, p_objEnvelope);                    

                    List<TPolygon> lefttList = new List<TPolygon>();

                    List<TPolygon> rightList = new List<TPolygon>();

                    TPolygon objLeftSubPolygon, objRightSubPolygon = null;

                    List<Point> objLeftSubconvexBorder, objRightSubconvexBorder = null;

                    Line objSplittingLine =

                        CreateSplitLineForTwoPolygons(p_objPolygons[0], p_objPolygons[1], p_objEnvelope, out objLeftSubconvexBorder,

                       out objRightSubconvexBorder);

                    objInternalNode.SeparateLine = objSplittingLine;

                    if (objLeftSubconvexBorder.Count == 0 ||

                        objRightSubconvexBorder.Count == 0)

                    {

                        BSPNode objLeafNode = new BSPNode(p_objPolygons, p_objRoot, p_objEnvelope);

                        return objLeafNode;

                    }

                    int intResult = GeneralServices.GetInstance.CheckIntersection(p_objPolygons[0], objSplittingLine, out objLeftSubPolygon, out objRightSubPolygon);

                    if (intResult == 1)

                    {

                        rightList.Add(p_objPolygons[0]);

                    }

                    else if (intResult == -1)

                    {

                        lefttList.Add(p_objPolygons[0]);

                    }

                    else

                    {

                        rightList.Add(objRightSubPolygon);

                        lefttList.Add(objLeftSubPolygon);

                    }

                    intResult = GeneralServices.GetInstance.CheckIntersection(p_objPolygons[1], objSplittingLine, out objLeftSubPolygon, out objRightSubPolygon);

                    if (intResult == 1)

                    {

                        rightList.Add(p_objPolygons[1]);

                    }

                    else if (intResult == -1)

                    {

                        lefttList.Add(p_objPolygons[1]);

                    }

                    else

                    {

                        rightList.Add(objRightSubPolygon);

                        lefttList.Add(objLeftSubPolygon);

                    }

                    if (lefttList.Count > 0)

                    {

                        if (objLeftSubconvexBorder.Count > 0)

                        {                            

                            objInternalNode.SeparateLine = objSplittingLine;

                            if (GeneralServices.GetInstance.IsPointInsideConvexPolygon(objLeftSubconvexBorder, lefttList[0].CenterPoint))

                            {

                                objInternalNode.LeftChild = BuildBSPTree(lefttList, objInternalNode, objLeftSubconvexBorder);

                            }

                            else

                            {

                                objInternalNode.LeftChild = BuildBSPTree(lefttList, objInternalNode, objRightSubconvexBorder);

                            }

                        }

                    }

                    else

                    {                        

                        BSPNode objLeafNode = new BSPNode(p_objPolygons, p_objRoot, p_objEnvelope);

                        return objLeafNode;

                    }

                    if (rightList.Count > 0)

                    {

                        if (objRightSubconvexBorder.Count > 0)

                        {

                            objInternalNode.SeparateLine = objSplittingLine;

                            if (GeneralServices.GetInstance.IsPointInsideConvexPolygon(objLeftSubconvexBorder, lefttList[0].CenterPoint))

                            {

                                objInternalNode.RightChild = BuildBSPTree(rightList, objInternalNode, objRightSubconvexBorder);

                            }

                            else

                            {

                                objInternalNode.RightChild = BuildBSPTree(rightList, objInternalNode, objLeftSubconvexBorder);

                            }

                        }

                    }

                    else

                    {                        

                        BSPNode objLeafNode = new BSPNode(p_objPolygons, p_objRoot, p_objEnvelope);

                        return objLeafNode;

                    }

                    return objInternalNode;

                }

            }

            else

            {

                //Create internal node in BSP tree.

                BSPNode objInternalNode = new BSPNode(p_objPolygons, p_objRoot, p_objEnvelope);                                

                List<Point> objLeftSubconvexBorder, objRightSubconvexBorder = null;

                Line objSplittingLine = CreateSplitLine(p_objPolygons,p_objEnvelope,out objLeftSubconvexBorder,

                    out objRightSubconvexBorder);                        

                List<TPolygon> lefttList =  new List<TPolygon>();

                List<TPolygon> rightList = new List<TPolygon>();

                TPolygon objLeftSubPolygon, objRightSubPolygon = null;

                int intResult;

                for (  int i = 0; i < p_objPolygons.Count; i++)

                {

                    intResult = GeneralServices.GetInstance.CheckIntersection(p_objPolygons[i],objSplittingLine, out objLeftSubPolygon, out objRightSubPolygon);                    

                    if (intResult == 1)

                    {

                        rightList.Add(p_objPolygons[i]);

                    }

                    else if (intResult == -1)

                    {

                        lefttList.Add(p_objPolygons[i]);

                    }

                    else

                    {

                        if (objRightSubPolygon.Points.Count > 2)

                        {

                            rightList.Add(objRightSubPolygon);

                        }

                        if (objLeftSubPolygon.Points.Count > 2)

                        {

                            lefttList.Add(objLeftSubPolygon);

                        }

                    }

                }                

                m_objGraphics.DrawLine(new Pen(Brushes.Green, 3), objSplittingLine.FromPoint, objSplittingLine.ToPoint);

                objInternalNode.SeparateLine = objSplittingLine;

                if (lefttList.Count > 0 && GeneralServices.GetInstance.IsPointInsideConvexPolygon(objLeftSubconvexBorder, lefttList[0].CenterPoint))

                {

                    objInternalNode.LeftChild =  BuildBSPTree(lefttList, objInternalNode, objLeftSubconvexBorder);

                    objInternalNode.RightChild = BuildBSPTree(rightList, objInternalNode, objRightSubconvexBorder);

                }

                else

                {

                    objInternalNode.LeftChild = BuildBSPTree(rightList, objInternalNode, objLeftSubconvexBorder);

                    objInternalNode.RightChild = BuildBSPTree(lefttList, objInternalNode, objRightSubconvexBorder);

                }

                return objInternalNode;

            }

        }

        /// <summary>

        /// The function calculate split line for two given polygons. 

        /// </summary>

        /// <param name="p_objFirstPolygon">First polygon</param>

        /// <param name="p_objSecondPolygon">Seconf polygon</param>

        /// <param name="p_objConvexBorder">Convex orfer of the union of the polygons.</param>

        /// <param name="p_objLeftSubConvexBorder">Out - The convex border of the area including first polygon.</param>

        /// <param name="p_objRightSubConvexBorder">Out - The convex border of the area including second polygon.</param>

        /// <returns></returns>

        private Line CreateSplitLineForTwoPolygons(TPolygon p_objFirstPolygon,

            TPolygon p_objSecondPolygon,

            List<Point> p_objConvexBorder,

            out List<Point> p_objLeftSubConvexBorder,

            out List<Point> p_objRightSubConvexBorder)

        {

            Line objSpliLine = null;

            float fTempDistance, fDistance = float.MaxValue, fSecondDistance = float.MaxValue; ;

            if (p_objFirstPolygon.Envelope.Left > p_objSecondPolygon.Envelope.Right)

            {

                objSpliLine = new Line(p_objFirstPolygon.Envelope.Left - 1, p_objFirstPolygon.Envelope.Bottom,

                    p_objFirstPolygon.Envelope.Left - 1, p_objFirstPolygon.Envelope.Top);

            }

            else if (p_objFirstPolygon.Envelope.Right < p_objSecondPolygon.Envelope.Left)

            {

                objSpliLine = new Line(p_objFirstPolygon.Envelope.Right + 1, p_objFirstPolygon.Envelope.Bottom ,

                    p_objFirstPolygon.Envelope.Right + 1, p_objFirstPolygon.Envelope.Top);

            }

            else if (p_objFirstPolygon.Envelope.Bottom < p_objSecondPolygon.Envelope.Top)

            {

                objSpliLine = new Line(p_objFirstPolygon.Envelope.Left, p_objFirstPolygon.Envelope.Bottom + 1,

                    p_objFirstPolygon.Envelope.Right, p_objFirstPolygon.Envelope.Bottom + 1);

            }

            else if (p_objFirstPolygon.Envelope.Top > p_objSecondPolygon.Envelope.Bottom)

            {

                objSpliLine = new Line(p_objFirstPolygon.Envelope.Left, p_objFirstPolygon.Envelope.Top - 1,

                    p_objFirstPolygon.Envelope.Right, p_objFirstPolygon.Envelope.Top - 1);

            }

            else

            {

                Point objFirstPolygonPoint = Point.Empty, objSecondPolygonPoint = Point.Empty, objFirstPolygonPointSec = Point.Empty, objSecondPolygonPointSec = Point.Empty;

                for (int i = 0; i < p_objFirstPolygon.Points.Count; i++)

                {

                    for (int j = 0; j < p_objSecondPolygon.Points.Count; j++)

                    {

                        fTempDistance = GeneralServices.GetInstance.GetDistanceBetweenTwoPoints(

                            p_objFirstPolygon.Points[i],

                            p_objSecondPolygon.Points[j]);

                        if (fDistance > fTempDistance)

                        {

                            fDistance = fTempDistance;

                            objFirstPolygonPoint = p_objFirstPolygon.Points[i];

                            objSecondPolygonPoint = p_objSecondPolygon.Points[i];

                        }

                        else if (fSecondDistance > fTempDistance)

                        {

                            fSecondDistance = fTempDistance;

                            objFirstPolygonPointSec = p_objFirstPolygon.Points[i];

                            objSecondPolygonPointSec = p_objSecondPolygon.Points[i];

                        }

                    }

                }

                objSpliLine = new Line(

                    (objFirstPolygonPoint.X + objSecondPolygonPoint.X) /2,

                    (objFirstPolygonPoint.Y + objSecondPolygonPoint.Y) /2,

                    (objFirstPolygonPointSec.X + objSecondPolygonPointSec.X) /2,

                    (objFirstPolygonPointSec.Y + objSecondPolygonPointSec.Y) /2);

            }

            objSpliLine = GeneralServices.GetInstance.CalculatePolygonIntersectionByLine(p_objConvexBorder,

                objSpliLine,

                out p_objLeftSubConvexBorder, out p_objRightSubConvexBorder);

            if (p_objLeftSubConvexBorder.Count < 3 ||

                p_objRightSubConvexBorder.Count < 3)

            {

                objSpliLine = new Line(p_objFirstPolygon.Points[p_objFirstPolygon.Points.Count - 1],

                                      p_objFirstPolygon.Points[0]);

                for (int i = 0; i < p_objFirstPolygon.Points.Count - 1; i++)

                {

                    objSpliLine = GeneralServices.GetInstance.CalculatePolygonIntersectionByLine(p_objConvexBorder,

                              objSpliLine,

                              out p_objLeftSubConvexBorder, out p_objRightSubConvexBorder);

                    if (p_objLeftSubConvexBorder.Count >= 3 && p_objRightSubConvexBorder.Count >= 3)

                    {

                        break;

                    }

                    objSpliLine = new Line(p_objFirstPolygon.Points[i],

                                      p_objFirstPolygon.Points[i+1]);

                }

                if (p_objLeftSubConvexBorder.Count < 3 || p_objRightSubConvexBorder.Count < 3)

                {

                    objSpliLine = new Line(p_objSecondPolygon.Points[p_objSecondPolygon.Points.Count - 1],

                                          p_objSecondPolygon.Points[0]);

                    for (int i = 0; i < p_objSecondPolygon.Points.Count - 1; i++)

                    {

                        objSpliLine = GeneralServices.GetInstance.CalculatePolygonIntersectionByLine(p_objConvexBorder,

                                  objSpliLine,

                                  out p_objLeftSubConvexBorder, out p_objRightSubConvexBorder);

                        if (p_objLeftSubConvexBorder.Count >= 3 && p_objRightSubConvexBorder.Count >= 3)

                        {

                            break;

                        }

                        objSpliLine = new Line(p_objSecondPolygon.Points[i],

                                          p_objSecondPolygon.Points[i + 1]);

                    }

                }

            }

            return objSpliLine;

        }

        /// <summary>

        /// We find split line for binary space partition.

        /// We try to find split optimal line. For this purpoce we calculate mean center point and find closest

        /// object to this point. The closest side of this polygon will define split line.

        /// </summary>

        /// <param name="p_objPolygons"></param>

        /// <param name="p_objConvexBorder"></param>

        /// <param name="p_objLeftSubConvexBorder"></param>

        /// <param name="p_objRightSubConvexBorder"></param>

        /// <returns></returns>

        private Line CreateSplitLine(List<TPolygon> p_objPolygons, List<Point> p_objConvexBorder, 

            out List<Point> p_objLeftSubConvexBorder,

            out List<Point> p_objRightSubConvexBorder)

        {

            Point objCenterPoint = new Point(0,0);

            for (int i = 0; i < p_objPolygons.Count; i++)

            {

                objCenterPoint.X += p_objPolygons[i].CenterPoint.X;

                objCenterPoint.Y += p_objPolygons[i].CenterPoint.Y;

            }

            objCenterPoint.X /= p_objPolygons.Count;

            objCenterPoint.Y /= p_objPolygons.Count;

            TPolygon objClosestPolygon = null;

            float fTempDistance,fDistance = float.MaxValue;

            //Find closest polygon to the mean point.

            for (int i = 0; i < p_objPolygons.Count; i++)

            {                

                fTempDistance = GeneralServices.GetInstance.GetDistanceBetweenPolygonToPoint(p_objPolygons[i], objCenterPoint);

                if (fDistance > fTempDistance)

                {

                    fDistance = fTempDistance;

                    objClosestPolygon = p_objPolygons[i];

                }                    

            }

            //Now we get a closest side to the mean point of the closest polygon.

            Line objTempSplitLine = null;

            Line objSplitLine = new Line(objClosestPolygon.Points[objClosestPolygon.Points.Count - 1],

                                        objClosestPolygon.Points[0]);

            fDistance = GeneralServices.GetInstance.GetDistanceBetweenLineToPoint(objSplitLine, objCenterPoint);

            for (int i = 1; i < objClosestPolygon.Points.Count; i++)

            {

                objTempSplitLine = new Line(objClosestPolygon.Points[i - 1],

                                            objClosestPolygon.Points[i]);

                if (GeneralServices.GetInstance.GetDistanceBetweenTwoPoints(objTempSplitLine.FromPoint, objTempSplitLine.ToPoint) == 0)

                    continue;

                fTempDistance = GeneralServices.GetInstance.GetDistanceBetweenLineToPoint(objTempSplitLine, objCenterPoint);

                if (fDistance >= fTempDistance)

                {

                    fDistance = fTempDistance;

                    objSplitLine = objTempSplitLine;

                }                    

            }

            //Calculate sub convex envelops of the split space.            

            objSplitLine = GeneralServices.GetInstance.CalculatePolygonIntersectionByLine(p_objConvexBorder,

                objSplitLine,

                out p_objLeftSubConvexBorder, out p_objRightSubConvexBorder);

            for (int i = 0; i < p_objLeftSubConvexBorder.Count - 1; i++)

            {

                for (int j = i + 1; j < p_objLeftSubConvexBorder.Count; j++)

                {

                    if (GeneralServices.GetInstance.GetDistanceBetweenTwoPoints(p_objLeftSubConvexBorder[i], p_objLeftSubConvexBorder[j]) <= GeneralServices.MINIMAL_ENVELOPE_SIZE)

                    {

                        p_objLeftSubConvexBorder.Remove(p_objLeftSubConvexBorder[j]);

                    }

                }

            }

            for (int i = 0; i < p_objRightSubConvexBorder.Count - 1; i++)

            {

                for (int j = i + 1; j < p_objRightSubConvexBorder.Count; j++)

                {

                    if (GeneralServices.GetInstance.GetDistanceBetweenTwoPoints(p_objRightSubConvexBorder[i], p_objRightSubConvexBorder[j]) <= GeneralServices.MINIMAL_ENVELOPE_SIZE)

                    {

                        p_objRightSubConvexBorder.Remove(p_objRightSubConvexBorder[j]);

                    }

                }

            }

            if (p_objLeftSubConvexBorder.Count < 3 ||

                p_objRightSubConvexBorder.Count < 3)

            {

                if (p_objLeftSubConvexBorder.Count < 3)

                {

                    objClosestPolygon = new TPolygon(p_objRightSubConvexBorder, string.Empty);

                }

                else

                {

                    objClosestPolygon = new TPolygon(p_objLeftSubConvexBorder, string.Empty);

                }

                if (objClosestPolygon.Envelope.Width >= objClosestPolygon.Envelope.Height)

                {

                    objSplitLine = new Line((objClosestPolygon.Envelope.X + objClosestPolygon.Envelope.Width / 2),

                        objClosestPolygon.Envelope.Y,

                    (objClosestPolygon.Envelope.X + objClosestPolygon.Envelope.Width / 2),

                        objClosestPolygon.Envelope.Y + objClosestPolygon.Envelope.Height);

                }

                else

                {

                    objSplitLine = new Line((objClosestPolygon.Envelope.X),

                        objClosestPolygon.Envelope.Y + objClosestPolygon.Envelope.Height / 2,

                    (objClosestPolygon.Envelope.X + objClosestPolygon.Envelope.Width ),

                        objClosestPolygon.Envelope.Y + objClosestPolygon.Envelope.Height / 2);

                }

                ////Calculate sub convex envelops of the splitted space.            

                objSplitLine = GeneralServices.GetInstance.CalculatePolygonIntersectionByLine(p_objConvexBorder,

                    objSplitLine,

                    out p_objLeftSubConvexBorder, out p_objRightSubConvexBorder);

            }

            for (int i = 0; i < p_objLeftSubConvexBorder.Count - 1; i++)

            {

                for (int j = i + 1; j < p_objLeftSubConvexBorder.Count; j++)

                {

                    if (GeneralServices.GetInstance.GetDistanceBetweenTwoPoints(p_objLeftSubConvexBorder[i], p_objLeftSubConvexBorder[j]) <= GeneralServices.MINIMAL_ENVELOPE_SIZE)

                    {

                        p_objLeftSubConvexBorder.Remove(p_objLeftSubConvexBorder[j]);

                    }

                }

            }

            for (int i = 0; i < p_objRightSubConvexBorder.Count - 1; i++)

            {

                for (int j = i + 1; j < p_objRightSubConvexBorder.Count; j++)

                {

                    if (GeneralServices.GetInstance.GetDistanceBetweenTwoPoints(p_objRightSubConvexBorder[i], p_objRightSubConvexBorder[j]) <= GeneralServices.MINIMAL_ENVELOPE_SIZE)

                    {

                        p_objRightSubConvexBorder.Remove(p_objRightSubConvexBorder[j]);

                    }

                }

            }

            return objSplitLine;

        }
        /// <summary>

        /// Find BSP node contains wuery point.

        /// </summary>

        /// <param name="p_objQueryPoint">Query point we looking for.</param>

        /// <param name="p_objRoot">BSP root node.</param>

        /// <returns>BSP node contains query point.</returns>

        private BSPNode BSPSearch(Point p_objQueryPoint, BSPNode p_objRoot)

        {

            if (p_objRoot == null)

            {

                MessageBox.Show("יש לבנות קודם את עץ BSP.");

                return null;

            }

            else

            {

                if (p_objRoot.SeparateLine != null)

                {                                       

                    bool blnResult = GeneralServices.GetInstance.IsPointInsideConvexPolygon(p_objRoot.RightChild.ConvexBorder, p_objQueryPoint);

                    if (blnResult )

                    {

                        return BSPSearch(p_objQueryPoint, p_objRoot.RightChild);

                    }

                    else

                    {

                        return BSPSearch(p_objQueryPoint, p_objRoot.LeftChild);

                    }

                }

                else

                { 

                    //Leaf node, return it.

                    return p_objRoot;

                }

            }

        }

        /// <summary>

        /// Delegate for entities sorting. Sort from left to the right. In case of equals values sort from booton to top.

        /// </summary>

        /// <param name="p_objFirstPol">First polygon.</param>

        /// <param name="p_objSecondPol">Second polygon.</param>

        /// <returns></returns>

        private static int CompareByEnvelope(TPolygon p_objFirstPol, TPolygon p_objSecondPol)

        {

            if (p_objFirstPol.Envelope.Left < p_objSecondPol.Envelope.Left)

            {

                return -1;

            }

            else if (p_objFirstPol.Envelope.Left > p_objSecondPol.Envelope.Left)

            {

                return 1;

            }

            else

            {

                if (p_objFirstPol.Envelope.Bottom < p_objSecondPol.Envelope.Bottom)

                {

                    return -1;

                }

                else if (p_objFirstPol.Envelope.Bottom > p_objSecondPol.Envelope.Bottom)

                {

                    return 1;

                }

                else

                {

                    return 0;

                }

            }

        }

        #endregion

        private void btnClearall_Click(object sender, EventArgs e)

        {

            m_objFullScena = new List<List<Point>>();

            m_objGraphics.Clear(scenaArea.BackColor);

            treeView1.Nodes.Clear();

        }

        /// <summary>

        /// Performs full redraw of the feedback. Point collection will we drawn as polyline.

        /// </summary>

        private void DrawFeedback()

        {        

            m_blnNextTimeDraw = !m_blnNextTimeDraw;

            if (m_blnPartialFeedbackDraw)

            {

                DrawServices.XORDrawPolyline(

                           m_objGraphics,

                           m_objDrawPen,

                           m_arrLastSegmentPoints);

            }

            else

            {

                DrawServices.XORDrawPolygon(

                    m_objGraphics,

                    m_objDrawPen,

                    m_objDrawBrush,

                    m_arrLastSegmentPoints);

            }

            m_blnPartialFeedbackDraw = false;

        }

    }
GeneralServices.cs
/// <summary>

    /// The class includes general functions for topologicl calculations.

    /// </summary>

    public class GeneralServices

    {

        private readonly static GeneralServices Singletone = new GeneralServices();

        //Define minimum height or weight of the polygon for continiu splitting.

        public const float MINIMAL_ENVELOPE_SIZE = 4.0f;

        private const double SMALL_NUM  = 0.00000001; // anything that avoids division overflow

        /// <summary>

        /// The function checks if the point lies inside convex polygon.

        /// </summary>

        /// <param name="p_objPolygon">The polygon we check represents by points array.</param>

        /// <param name="p_objQueryPoint">Query point.</param>

        /// <returns>True if the point lies inside the polygon </returns>

        public bool IsPointInsideConvexPolygon(Point[] p_objPolygon, Point p_objQueryPoint)

        {

            bool blnTempValue;

            bool blnFirstResult = IsPointRightToLine((Point)p_objPolygon.GetValue(p_objPolygon.Length - 1),

                (Point)p_objPolygon.GetValue(0), p_objQueryPoint);

            for (int i = 0; i < p_objPolygon.Length - 1; i++)

            {

                blnTempValue =

                    IsPointRightToLine((Point)p_objPolygon.GetValue(i),

                (Point)p_objPolygon.GetValue(i + 1), p_objQueryPoint);

                if (blnFirstResult != blnTempValue)

                {

                    return false;

                }

            }

            return true;

        }

        /// <summary>

        /// The function checks if the point lies inside convex polygon.

        /// </summary>

        /// <param name="p_objPolygon">The polygon we check represents by points lisr.</param>

        /// <param name="p_objQueryPoint">Query point.</param>

        /// <returns>True if the point lies inside the polygon </returns>

        public bool IsPointInsideConvexPolygon(List<Point> p_objPolygon, Point p_objQueryPoint)

        {

            int counter = 0;

            int i;

            double xinters;

            Point p1, p2;

            p1 = p_objPolygon[0];

            for (i = 1; i <= p_objPolygon.Count; i++)

            {

                p2 = p_objPolygon[i % p_objPolygon.Count];

                if (p_objQueryPoint.Y > Math.Min(p1.Y, p2.Y))

                {

                    if (p_objQueryPoint.Y <= Math.Max(p1.Y, p2.Y))

                    {

                        if (p_objQueryPoint.X <= Math.Max(p1.X, p2.X))

                        {

                            if (p1.Y != p2.Y)

                            {

                                xinters = (p_objQueryPoint.Y - p1.Y) * (p2.X - p1.X) / (p2.Y - p1.Y) + p1.X;

                                if (p1.X == p2.X || p_objQueryPoint.X <= xinters)

                                    counter++;

                            }

                        }

                    }

                }

                p1 = p2;

            }

            if (counter % 2 == 0)

                return false;

            else

                return true;

        }

        #region Private functions

        private double perp(Vector p_objFirst, Vector p_objSecond)

        {

            return (p_objFirst.X * p_objSecond.Y - p_objFirst.Y * p_objSecond.X);

        }

        private double dot(Vector p_objFirst, Vector p_objSecond)

        {

            return (p_objFirst.X * p_objSecond.X + p_objFirst.Y * p_objSecond.Y);

        }

        #endregion

        /// <summary>

        /// Checks if the point lies inside the polygon.

        /// </summary>

        /// <param name="p_objPolygon">Checked polygon.</param>

        /// <param name="p_objPoint">Tested point.</param>

        /// <returns>True if the point lies inside the given polygon.</returns>

        public bool IsPointInsidePolygon(TPolygon p_objPolygon, PointF p_objPoint)

        {

            bool blnResult = false;

            int counter = 0;

            int i;

            int N = p_objPolygon.Points.Count;

            double xinters;

            PointF p1, p2;

            p1 = (PointF)p_objPolygon.Points[0];

            for (i = 1; i <= N; i++)

            {

                p2 = (PointF)p_objPolygon.Points[i % N];

                if (p_objPoint.Y > Math.Min(p1.Y, p2.Y))

                {

                    if (p_objPoint.Y <= Math.Max(p1.Y, p2.Y))

                    {

                        if (p_objPoint.X <= Math.Max(p1.X, p2.X))

                        {

                            if (p1.Y != p2.Y)

                            {

                                xinters = (p_objPoint.Y - p1.Y) * (p2.X - p1.X) / (p2.Y - p1.Y) + p1.X;

                                if (p1.X == p2.X || p_objPoint.X <= xinters)

                                    counter++;

                            }

                        }

                    }

                }

                p1 = p2;

            }

            if (counter % 2 != 0)

            {

                blnResult = true;

            }

            return blnResult;

        }

        public bool IsTwoPolygonIntersected(TPolygon p_objFirstPolygon, TPolygon p_objSecondPolygon)

        {

            bool blnResult = false;

            if (p_objFirstPolygon.Envelope.IntersectsWith(p_objSecondPolygon.Envelope))

            {

                if (IsPolygonContainsPolygon(p_objFirstPolygon, p_objSecondPolygon))

                {

                    blnResult = true;

                }

                else if (IsPolygonContainsPolygon(p_objSecondPolygon, p_objFirstPolygon))

                {

                    blnResult = true;

                }

                else

                {

                    Line objTempLine = new Line(p_objSecondPolygon.Points[p_objSecondPolygon.Points.Count - 1],

                        p_objSecondPolygon.Points[0]);

                    if (IsLineIntersectPolygon(p_objFirstPolygon, objTempLine) == -1)

                    {

                        blnResult = true;

                    }

                    else

                    {

                        for (int i = 0; i < p_objSecondPolygon.Points.Count - 1; i++)

                        {

                            objTempLine = new Line(p_objSecondPolygon.Points[i],

                                                   p_objSecondPolygon.Points[i + 1]);

                            if (IsLineIntersectPolygon(p_objFirstPolygon, objTempLine) == -1)

                            {

                                blnResult = true;

                                break;

                            }

                        }

                    }

                }

            }

            return blnResult;

        }

        public bool IsPolygonContainsPolygon(TPolygon p_objCheckedPolygon, TPolygon p_objContainedPolygon)

        {

            bool blnResult = false;

            if (p_objCheckedPolygon.Envelope.IntersectsWith(p_objContainedPolygon.Envelope))

            {

                for (int i = 0; i < p_objContainedPolygon.Points.Count; i++)

                {

                    if(IsPointInsidePolygon(p_objCheckedPolygon,p_objContainedPolygon.Points[i]))

                    {

                        blnResult = true;

                        break;

                    }

                }

            }

            return blnResult;

        }

        /// <summary>

        // intersect2D_2Segments(): the intersection of 2 finite 2D segments

        /// </summary>

        /// <param name="p_objFirstSegment">First segment.</param>

        /// <param name="p_objSecondSegment">Two segment.</param>

        /// <returns>Return: 0=disjoint (no intersect)        

        ///            1=intersect in unique point I0

        ///            2=overlap in segment from I0 to I1</returns>

        public bool IsLineIntersected(Line p_objFirstSegment, Line p_objSecondSegment)

        {            

            Vector u = new Vector(p_objFirstSegment);

            Vector v = new Vector(p_objSecondSegment);

            Vector w = new Vector(p_objSecondSegment.FromPoint, p_objFirstSegment.FromPoint);

            double D = perp(u, v);

            // test if they are parallel (includes either being a point)

            if (Math.Abs(D) < SMALL_NUM)

            {          // S1 and S2 are parallel

                if (perp(u, w) != 0 || perp(v, w) != 0)

                {

                    return false;                   // they are NOT collinear

                }

                // they are collinear or degenerate

                // check if they are degenerate points

                double du = dot(u, u);

                double dv = dot(v, v);

                if (du == 0 && dv == 0)

                {           // both segments are points

                    if (p_objFirstSegment.FromPoint != p_objSecondSegment.FromPoint)         // they are distinct points

                    {

                        return false;

                    }

                    else

                    {

                        return true;

                    }

                }

                if (du == 0)

                {                    // S1 is a single point

                    if (inSegment(p_objFirstSegment.FromPoint, p_objSecondSegment) == 0)  // but is not in S2

                        return false;

                    else

                        return true;

                }

                if (dv == 0)

                {                    // S2 a single point

                    if (inSegment(p_objSecondSegment.FromPoint, p_objFirstSegment) == 0)  // but is not in S1

                        return false;

                    else

                        return true;

                }

                // they are collinear segments - get overlap (or not)

                double t0, t1;                   // endpoints of S1 in eqn for S2

                Vector w2 = new Vector(p_objSecondSegment.FromPoint,p_objFirstSegment.ToPoint);

                if (v.X != 0)

                {

                    t0 = w.X / v.X;

                    t1 = w2.X / v.X;

                }

                else

                {

                    t0 = w.Y / v.Y;

                    t1 = w2.Y / v.Y;

                }

                if (t0 > t1)

                {                  // must have t0 smaller than t1

                    double t = t0; t0 = t1; t1 = t;    // swap if not

                }

                if (t0 > 1 || t1 < 0)

                {

                    return false;     // NO overlap

                }

                t0 = t0 < 0 ? 0 : t0;              // clip to min 0

                t1 = t1 > 1 ? 1 : t1;              // clip to max 1

                if (t0 == t1)

                {                 // intersect is a point            

                    return true;

                }

                return true;

            }

            // the segments are skew and may intersect in a point

            // get the intersect parameter for S1

            double sI = perp(v, w) / D;

            if (sI < 0 || sI > 1)               // no intersect with S1

                return false;

            // get the intersect parameter for S2

            double tI = perp(u, w) / D;

            if (tI < 0 || tI > 1)               // no intersect with S2

                return false;

            return true;

        }

        /// <summary>

        /// The function checks if query point lies on the segment.

        /// </summary>

        /// <param name="p_objQueryPoint">Query point.</param>

        /// <param name="p_objSegment">Tested segment.</param>

        /// <returns>Returns 0 if the point lies ob the segment, overwise returns 1.</returns>

        private int inSegment(PointF p_objQueryPoint, Line p_objSegment)

        {

            if (p_objSegment.FromPoint.X != p_objSegment.ToPoint.X)

            {    // S is not vertical

                if (p_objSegment.FromPoint.X <= p_objQueryPoint.X && p_objQueryPoint.X <= p_objSegment.ToPoint.X)

                    return 1;

                if (p_objSegment.FromPoint.X >= p_objQueryPoint.X && p_objQueryPoint.X >= p_objSegment.ToPoint.X)

                    return 1;

            }

            else

            {    // S is vertical, so test y coordinate

                if (p_objSegment.FromPoint.Y <= p_objQueryPoint.Y && p_objQueryPoint.Y <= p_objSegment.ToPoint.Y)

                    return 1;

                if (p_objSegment.FromPoint.Y >= p_objQueryPoint.Y && p_objQueryPoint.Y >= p_objSegment.ToPoint.Y)

                    return 1;

            }

            return 0;

        }

        /// <summary>

        /// Calculate euclidian distance between two points.

        /// </summary>

        /// <param name="p_objFirstPoint">First point the distance measured for.</param>

        /// <param name="p_objSecondPoint">Second point the distance measured for.</param>

        /// <returns></returns>

        public float GetDistanceBetweenTwoPoints(PointF p_objFirstPoint, PointF p_objSecondPoint)

        {

            return (float)Math.Sqrt((p_objFirstPoint.X - p_objSecondPoint.X) * (p_objFirstPoint.X - p_objSecondPoint.X) +

                (p_objFirstPoint.Y - p_objSecondPoint.Y) * (p_objFirstPoint.Y - p_objSecondPoint.Y));

        }

        /// <summary>

        /// Calculate euclidean shotest distance between line and point.

        /// </summary>

        /// <param name="p_objLine">The line the distance measured for</param>

        /// <param name="p_objPoint">The point the distance measured for</param>

        /// <returns>Distance</returns>

        public float GetDistanceBetweenLineToPoint(Line p_objLine, PointF p_objPoint)

        {

            return (float)(Math.Abs(p_objLine.Alfa * p_objPoint.X + p_objLine.Beta * p_objPoint.Y + p_objLine.C)/

                Math.Sqrt(p_objLine.Alfa * p_objLine.Alfa + p_objLine.Beta * p_objLine.Beta));

        }

        /// <summary>

        /// Calculate euclidean shotest distance between polygon and point.

        /// </summary>

        /// <param name="p_objPolygon">The polygon the distance measured for</param>

        /// <param name="p_objPoint">The point the distance measured for</param>

        /// <returns>Distance</returns>

        public float GetDistanceBetweenPolygonToPoint(TPolygon p_objPolygon, PointF p_objPoint)

        {

            Line objTempLine = new Line(p_objPolygon.Points[0],

                                        p_objPolygon.Points[p_objPolygon.Points.Count - 1]);

            float fTempDistance, fDistance = GetDistanceBetweenLineToPoint(objTempLine,p_objPoint);

            for (int i = 0; i < p_objPolygon.Points.Count - 1; i++)

            {

                objTempLine = new Line(p_objPolygon.Points[i],

                                       p_objPolygon.Points[i + 1]);

                fTempDistance = GetDistanceBetweenLineToPoint(objTempLine, p_objPoint);

                if (fDistance > fTempDistance)

                {

                    fDistance = fTempDistance;

                }

            }

            return fDistance;

        }

        /// <summary>

        /// Check intersection of the polygon and line. Id line intersects the polygon, the function returns 

        /// new created sub polygons after intersection.

        /// </summary>

        /// <param name="p_objInputPolygon">Input polygon.</param>

        /// <param name="p_objSeparateLine">Split line</param>

        /// <param name="p_objLeftSidePolygon">Out - first sub part of the input polygon.</param>

        /// <param name="p_objRightSidePolygon">Out - second sub part of the input polygon.</param>

        /// <returns>Return status of the intersection: 1 - the polygon lies left to the line;

        /// -1 - the polygon lies right to the line; 0 - the polygon splitted by the line.</returns>

        public int CheckIntersection(TPolygon p_objInputPolygon,

                                      Line p_objSeparateLine,

                                      out TPolygon p_objLeftSidePolygon,

                                      out TPolygon p_objRightSidePolygon)

        {

            int result = 0;

            p_objLeftSidePolygon = null;

            p_objRightSidePolygon = null;

            //First of all we check if the polygon's envelope fully lies from left or from right of the polygon.

            //In case that all vertex of the envelope are in the same side of the separation line than polygon fully 

            //lies on one of the sides from separation line.

            bool blnResult = IsPointRightToLine(p_objSeparateLine.FromPoint, p_objSeparateLine.ToPoint, new Point(p_objInputPolygon.Envelope.Left, p_objInputPolygon.Envelope.Top));

            if ((blnResult != IsPointRightToLine(p_objSeparateLine.FromPoint, p_objSeparateLine.ToPoint, new Point(p_objInputPolygon.Envelope.Right, p_objInputPolygon.Envelope.Top))) ||

                (blnResult != IsPointRightToLine(p_objSeparateLine.FromPoint, p_objSeparateLine.ToPoint, new Point(p_objInputPolygon.Envelope.Right, p_objInputPolygon.Envelope.Bottom))) ||

                (blnResult != IsPointRightToLine(p_objSeparateLine.FromPoint, p_objSeparateLine.ToPoint, new Point(p_objInputPolygon.Envelope.Left, p_objInputPolygon.Envelope.Bottom))))

            {

                List<Point> objRighTempList = new List<Point>();

                List<Point> objLeftTempList = new List<Point>();

                Line objPolygonside = null;

                bool blnCurrentPointStatus, blnPrevPointStatus;

                blnPrevPointStatus = IsPointRightToLine(p_objSeparateLine.FromPoint, p_objSeparateLine.ToPoint,p_objInputPolygon.Points[p_objInputPolygon.Points.Count - 1]);

                for (int i = 0; i < p_objInputPolygon.Points.Count; i++)

                {

                    blnCurrentPointStatus = IsPointRightToLine(p_objSeparateLine.FromPoint, p_objSeparateLine.ToPoint,p_objInputPolygon.Points[i]);

                    if (blnCurrentPointStatus == blnPrevPointStatus)

                    {

                        if (blnCurrentPointStatus)

                        {

                            objRighTempList.Add(p_objInputPolygon.Points[i]);

                        }

                        else

                        {

                            objLeftTempList.Add(p_objInputPolygon.Points[i]);

                        }

                    }

                    else

                    {

                        //Create side of the polygon intersected by separation line.

                        if (i == 0)

                        {

                            objPolygonside =

                                new Line(p_objInputPolygon.Points[p_objInputPolygon.Points.Count - 1],

                                         p_objInputPolygon.Points[0]);

                        }

                        else

                        {

                            objPolygonside =

                                new Line(p_objInputPolygon.Points[i - 1],

                                         p_objInputPolygon.Points[i]);

                        }

                        Point objintersectionPoint =

                            IntersectTwoLines(objPolygonside, p_objSeparateLine);

                        objRighTempList.Add(objintersectionPoint);

                        objLeftTempList.Add(objintersectionPoint);

                        Point objTemp = p_objInputPolygon.Points[i];

                        if (!objTemp.Equals(objintersectionPoint))

                        {

                            if (blnCurrentPointStatus)

                            {

                                objRighTempList.Add(objTemp);

                            }

                            else

                            {

                                objLeftTempList.Add(objTemp);

                            }

                        }

                        blnPrevPointStatus = blnCurrentPointStatus;

                    }

                }

                for (int i = 0; i < objLeftTempList.Count - 1; i++)

                {

                    for (int j = i + 1; j < objLeftTempList.Count ; j++)

                    {

                        if (GetDistanceBetweenTwoPoints(objLeftTempList[i],objLeftTempList[j]) <= MINIMAL_ENVELOPE_SIZE)

                        {

                            objLeftTempList.Remove(objLeftTempList[j]);

                        }

                    }

                }

                for (int i = 0; i < objRighTempList.Count - 1; i++)

                {

                    for (int j = i + 1; j < objRighTempList.Count ; j++)

                    {

                        if (GetDistanceBetweenTwoPoints(objRighTempList[i], objRighTempList[j]) <= MINIMAL_ENVELOPE_SIZE)

                        {

                            objRighTempList.Remove(objRighTempList[j]);

                        }

                    }

                }

                //Fill sub polygons are created by separation of the input polygon. 

                if (objLeftTempList.Count > 2)

                {

                    p_objLeftSidePolygon = new TPolygon(objLeftTempList, p_objInputPolygon.ID + "_1" );

                    if (p_objLeftSidePolygon.Area <= MINIMAL_ENVELOPE_SIZE)

                    {

                        result = 1;

                    }

                }

                else

                {

                    result = 1;

                }

                if (objRighTempList.Count > 2)

                {

                    p_objRightSidePolygon = new TPolygon(objRighTempList, p_objInputPolygon.ID  + "_2");

                    if (p_objRightSidePolygon.Area <= MINIMAL_ENVELOPE_SIZE)

                    {

                        result = -1;

                    }

                }

                else

                {

                    result = -1;

                }

                if (result == 0)

                {

                    if (p_objLeftSidePolygon.Envelope.Width < MINIMAL_ENVELOPE_SIZE ||

                        p_objRightSidePolygon.Envelope.Width < MINIMAL_ENVELOPE_SIZE)

                    {

                        if (p_objLeftSidePolygon.Envelope.Width < p_objRightSidePolygon.Envelope.Width)

                        {

                            result = 1;

                        }

                        else

                        {

                            result = -1;

                        }

                    }

                    else if (p_objLeftSidePolygon.Envelope.Height < MINIMAL_ENVELOPE_SIZE ||

                        p_objRightSidePolygon.Envelope.Height < MINIMAL_ENVELOPE_SIZE)

                    {

                        if (p_objLeftSidePolygon.Envelope.Height < p_objRightSidePolygon.Envelope.Height)

                        {

                            result = 1;

                        }

                        else

                        {

                            result = -1;

                        }

                    }

                }

            }

            else

            {

                if (blnResult)

                    result = 1;

                else

                    result = -1;

            }           

            return result; 

        }

        /// <summary>

        /// Calculate polygon line intersection points and sub polygons created by intersection.

        /// </summary>

        /// <param name="p_objInputPolygon">Input polygon.</param>

        /// <param name="p_objSeparateLine">Input split line</param>

        /// <param name="p_objLeftSubPolygon">Out - first split sub polygon.</param>

        /// <param name="p_objRightSubPolygon">Out - second split sub polygon.</param>

        /// <returns>Polygon full split line</returns>

        public Line  CalculatePolygonIntersectionByLine(List<Point> p_objInputPolygon, Line p_objSeparateLine,

            out List<Point> p_objLeftSubPolygon, out List<Point> p_objRightSubPolygon)

        {

            Point objFromSplittedLine = Point.Empty;

            Point objToSplittedLine = Point.Empty;

            p_objRightSubPolygon = new List<Point>();

            p_objLeftSubPolygon = new List<Point>();

            Line objPolygonside = null;

            bool blnCurrentPointStatus, blnPrevPointStatus;

            Line objSeparateLine = new Line(p_objSeparateLine.FromPoint,p_objSeparateLine.ToPoint);

            blnPrevPointStatus = IsPointRightToLine(objSeparateLine, p_objInputPolygon[p_objInputPolygon.Count - 1]);

            for (int i = 0; i < p_objInputPolygon.Count; i++)

            {

                blnCurrentPointStatus = IsPointRightToLine(objSeparateLine, p_objInputPolygon[i]);

                if (blnCurrentPointStatus == blnPrevPointStatus)

                  {

                    if (blnCurrentPointStatus)

                    {

                        p_objRightSubPolygon.Add(p_objInputPolygon[i]);

                    }

                    else

                    {

                        p_objLeftSubPolygon.Add(p_objInputPolygon[i]);

                    }

                }

                else

                {

                    //Create sides of the polygon intersected by separation line.

                    if (i == 0)

                    {

                        objPolygonside =

                            new Line(p_objInputPolygon[p_objInputPolygon.Count - 1],

                                     p_objInputPolygon[0]);

                    }

                    else

                    {

                        objPolygonside =

                            new Line(p_objInputPolygon[i - 1],

                                     p_objInputPolygon[i]);

                    }

                    Point objintersectionPoint =

                        IntersectTwoLines(objPolygonside, objSeparateLine);

                    if (objFromSplittedLine == Point.Empty)

                    {

                        objFromSplittedLine = objintersectionPoint;

                    }

                    else

                    {

                        objToSplittedLine = objintersectionPoint;

                    }

                    p_objRightSubPolygon.Add(objintersectionPoint);

                    p_objLeftSubPolygon.Add(objintersectionPoint);

                    if (blnCurrentPointStatus)

                    {

                        p_objRightSubPolygon.Add(p_objInputPolygon[i]);

                    }

                    else

                    {

                        p_objLeftSubPolygon.Add(p_objInputPolygon[i]);

                    }                    

                }

                blnPrevPointStatus = blnCurrentPointStatus;

            }

            if (!objFromSplittedLine.IsEmpty || !objToSplittedLine.IsEmpty)

            {

                objSeparateLine = new Line(objFromSplittedLine, objToSplittedLine);

            }

            if (p_objLeftSubPolygon.Count > 1 && p_objRightSubPolygon.Count > 1)

            {

                TPolygon objTemp = new TPolygon(p_objLeftSubPolygon, string.Empty);

                if (objTemp.Area < MINIMAL_ENVELOPE_SIZE)

                {

                    p_objLeftSubPolygon.RemoveRange(0, p_objLeftSubPolygon.Count);

                }

                else

                {

                    objTemp = new TPolygon(p_objRightSubPolygon, string.Empty);

                    if (objTemp.Area < MINIMAL_ENVELOPE_SIZE)

                    {

                        p_objRightSubPolygon.RemoveRange(0, p_objRightSubPolygon.Count);

                    }

                }

            }

            return objSeparateLine ;

        }

        /// <summary>

        /// Check if the point is "under" the line or "above".

        /// </summary>

        /// <param name="p_objFrom">From point of the checked line.</param>

        /// <param name="p_objToPoint">To point of the checked line.</param>

        /// <param name="p_Querypoint">Query point</param>

        /// <returns></returns>

        public bool IsPointRightToLine(Point p_objFrom, Point p_objToPoint, Point p_Querypoint)

        {

            Line objTempLine = new Line(p_objFrom, p_objToPoint);

            return IsPointRightToLine(objTempLine, p_Querypoint);

        }

        private bool IsPointOnSgment(Line p_objSegment, PointF p_objqueryPoint)

        {

            bool result = false;

            double dblFirstDistance = GetDistanceBetweenTwoPoints(p_objqueryPoint,p_objSegment.FromPoint);

            double dblSecondDistance = GetDistanceBetweenTwoPoints(p_objqueryPoint,p_objSegment.ToPoint);

            double dblLineDistance = GetDistanceBetweenTwoPoints(p_objSegment.ToPoint,p_objSegment.FromPoint);

            if (dblFirstDistance <= dblLineDistance && dblSecondDistance <= dblLineDistance)

            {

                double dblDiff = Math.Abs((p_objSegment.ToPoint.Y - p_objqueryPoint.Y) / (p_objSegment.ToPoint.X - p_objqueryPoint.X) -

                    (p_objSegment.FromPoint.Y - p_objqueryPoint.Y) / (p_objSegment.FromPoint.X - p_objqueryPoint.X));

                if (dblDiff <= SMALL_NUM)

                {

                    result = true;

                }

            }

            return result;

        }

        /// <summary>

        /// Check if the point is "under" the line or "above".

        /// </summary>

        /// <param name="p_objLine">Checked line.</param>

        /// <param name="p_QueryPoint">Query point</param>

        /// <returns></returns>

        public bool IsPointRightToLine(Line p_objLine, PointF p_QueryPoint)

        {

            bool blnResult;

            float fValue = p_objLine.Alfa * p_QueryPoint.X + p_objLine.Beta * p_QueryPoint.Y + p_objLine.C;

            if (fValue >= 0)

                blnResult = true;

            else

                blnResult = false;

            return blnResult;

        }

        /// <summary>

        /// Find intersection point of two given lines.

        /// </summary>

        /// <param name="p_objFirstLine">First line intersection point we are looking for.</param>

        /// <param name="p_objSecondLine">Second line intersection point we are looking for.</param>

        /// <returns>Intersection point.</returns>

        public Point IntersectTwoLines(Line p_objFirstLine, Line p_objSecondLine)

        {

            int x, y;

            x = (int)((((p_objFirstLine.FromPoint.X * p_objFirstLine.ToPoint.Y - p_objFirstLine.FromPoint.Y * p_objFirstLine.ToPoint.X) *

                (p_objSecondLine.FromPoint.X - p_objSecondLine.ToPoint.X)) -

                ((p_objSecondLine.FromPoint.X * p_objSecondLine.ToPoint.Y - p_objSecondLine.FromPoint.Y * p_objSecondLine.ToPoint.X) *

                (p_objFirstLine.FromPoint.X - p_objFirstLine.ToPoint.X))) /

                ((p_objFirstLine.FromPoint.X - p_objFirstLine.ToPoint.X) * (p_objSecondLine.FromPoint.Y - p_objSecondLine.ToPoint.Y) -

                (p_objSecondLine.FromPoint.X - p_objSecondLine.ToPoint.X) * (p_objFirstLine.FromPoint.Y - p_objFirstLine.ToPoint.Y)));

            y = (int)((((p_objFirstLine.FromPoint.X * p_objFirstLine.ToPoint.Y - p_objFirstLine.FromPoint.Y * p_objFirstLine.ToPoint.X) *

                (p_objSecondLine.FromPoint.Y - p_objSecondLine.ToPoint.Y)) -

                ((p_objSecondLine.FromPoint.X * p_objSecondLine.ToPoint.Y - p_objSecondLine.FromPoint.Y * p_objSecondLine.ToPoint.X) *

                (p_objFirstLine.FromPoint.Y - p_objFirstLine.ToPoint.Y))) /

                ((p_objFirstLine.FromPoint.X - p_objFirstLine.ToPoint.X) * (p_objSecondLine.FromPoint.Y - p_objSecondLine.ToPoint.Y) -

                (p_objSecondLine.FromPoint.X - p_objSecondLine.ToPoint.X) * (p_objFirstLine.FromPoint.Y - p_objFirstLine.ToPoint.Y)));

            return new Point(x, y);

        }

        /// <summary>

        /// The function checks if the given line cross the given polygon.

        /// The function return the status of the check.

        /// </summary>

        /// <param name="p_objInputPolygon">Polygon the intersection is checked for.</param>

        /// <param name="p_objLine">Intesection line.</param>

        /// <returns>-1 - No intersection.

        /// 0 - The line crosses the polygon.

        /// 1 - From point of the line inside the polygon.

        /// 2 - To point of the line inside the polygon.</returns>

        public int IsLineIntersectPolygon(TPolygon p_objInputPolygon, Line p_objLine)

        {

            bool blnResult = IsLineIntersectEnvelope(p_objLine,p_objInputPolygon.Envelope);

            if (!blnResult)

                return -1;

            if (IsPointInsidePolygon(p_objInputPolygon, p_objLine.FromPoint))

            {                

                return 1;

            }

            if (IsPointInsidePolygon(p_objInputPolygon, p_objLine.ToPoint))

            {

                return 2;

            }

            Line objtempLine = new Line(p_objInputPolygon.Points[p_objInputPolygon.Points.Count - 1],

                                        p_objInputPolygon.Points[0]);

            blnResult = IsLineIntersected(p_objLine, objtempLine);

            if (blnResult)

                return 0;

            for (int i = 0; i < p_objInputPolygon.Points.Count - 1; i++)

            {

                objtempLine = new Line(p_objInputPolygon.Points[i],

                                        p_objInputPolygon.Points[i + 1]);

                blnResult = IsLineIntersected(p_objLine, objtempLine);

                if (blnResult)

                    return 0;

            }

            return -1;

        }

        /// <summary>

        /// Check if the line intersect given envelope.

        /// </summary>

        /// <param name="p_objline">Line we check for.</param>

        /// <param name="p_objenvelope">Envelope we check for.</param>

        /// <returns>True if there is intesection.</returns>

        public bool IsLineIntersectEnvelope(Line p_objline, Rectangle p_objenvelope)

        {

            bool blnResult = false;

            if (p_objenvelope.Contains(p_objline.FromPoint) || p_objenvelope.Contains(p_objline.ToPoint))

            {

                blnResult = true;

            }

            else

            {

                Line objTempLine = new Line(p_objenvelope.Left, p_objenvelope.Bottom, p_objenvelope.Right, p_objenvelope.Bottom);

                blnResult = IsLineIntersected(p_objline, objTempLine);

                if (blnResult == false)

                {

                    objTempLine = new Line(p_objenvelope.Left, p_objenvelope.Bottom, p_objenvelope.Left, p_objenvelope.Top);

                    blnResult = IsLineIntersected(p_objline, objTempLine);

                    if (blnResult == false)

                    {

                        objTempLine = new Line(p_objenvelope.Left, p_objenvelope.Top, p_objenvelope.Right, p_objenvelope.Top);

                        blnResult = IsLineIntersected(p_objline, objTempLine);

                        if (blnResult == false)

                        {

                            objTempLine = new Line(p_objenvelope.Right, p_objenvelope.Bottom, p_objenvelope.Right, p_objenvelope.Top);

                            blnResult = IsLineIntersected(p_objline, objTempLine);

                        }

                    }   

                }

            }

            return blnResult;

        }

        public float Getangle(Point p_objFromPoint, Point p_objToPoint)

        {

            float fAngle = 0;

            int intDeltaX = p_objToPoint.X - p_objFromPoint.X;

            int intDeltaY = p_objFromPoint.Y - p_objToPoint.Y;

            if (intDeltaX == 0)

            {

                if (intDeltaY >= 0)

                {

                    fAngle = (float)Math.PI / 2;

                }

                else

                {

                    fAngle = (float)(3 * Math.PI / 2);

                }

            }

            else

            {

                fAngle = (float)Math.Atan(intDeltaY / intDeltaX);

                if (fAngle < 0)

                {

                    fAngle += (float)Math.PI;

                }

            }

            return fAngle;

        }

        public static GeneralServices GetInstance

        {

            get

            {

                return Singletone;

            }

        }

    } 

Classes.cs

    /// <summary>

    /// Class introduces line in 2d space.

    /// Class contains basic information about line, like: from point, to point, algebric components(ax + by +c = 0).

    /// </summary>

    public class Line

    {

        private PointF m_objFromPoint;

        private PointF m_objToPoint;

        private float m_fAlfa;

        private float m_fBeta;

        private float m_fC;

        public float C

        {

            get { return m_fC; }

        }

        public float Beta

        {

            get { return m_fBeta; }

        }

        public float Alfa

        {

            get { return m_fAlfa; }

        }

        public Line(PointF p_objFromPoint, PointF p_objToPoint)

        {

            m_objFromPoint = p_objFromPoint;

            m_objToPoint = p_objToPoint;

            Init();

        }

        public Line(float fromX, float fromY, float toX, float toY)

        {

            m_objFromPoint = new PointF(fromX, fromY);

            m_objToPoint = new PointF(toX, toY);

            Init();

        }

        /// <summary>

        /// Init line presentation as ax + by + c = 0

        /// </summary>

        private void Init()

        {

            m_fAlfa = m_objFromPoint.Y - m_objToPoint.Y;

            m_fBeta = m_objToPoint.X - m_objFromPoint.X;

            m_fC = m_objFromPoint.X * m_objToPoint.Y - m_objToPoint.X * m_objFromPoint.Y;

        }

        public PointF ToPoint

        {

            get { return m_objToPoint; }

            set 

            { 

                m_objToPoint = value;

                Init();

            }

        }

        public PointF FromPoint

        {

            get { return m_objFromPoint; }

            set 

            { 

                m_objFromPoint = value;

                Init();

            }

        }

    }

    /// <summary>

    /// Class introduces BSP Node.

    /// Every BSP node contains split lineand  two childs BSP nodes (for leaf null),

    /// pointer to father's node (for root null).

    /// Every node save status is the node was veseted in current parsing or not.

    /// </summary>

    public class BSPNode

    {

        List<TPolygon> m_objNodesObjects;

        BSPNode m_objLeftChild = null;

        BSPNode m_objRightChild = null;

        BSPNode m_objParentNode = null;

        Line m_objSeparationLine = null;

        private string m_strText;

        private bool m_blnIsVisited = false;

        public bool IsVisited

        {

            get { return m_blnIsVisited; }

            set { m_blnIsVisited = value; }

        }

        public BSPNode ParentNode

        {

            get

            {

                return m_objParentNode;

            }

            set

            {

                m_objParentNode = value;

            }

        }

        public List<TPolygon> NodeObjects

        {

            get

            {

                return m_objNodesObjects;

            }

        }

        public string Text

        {

            get { return m_strText; }

            set { m_strText = value; }

        }

        public BSPNode RightChild

        {

            get

            {

                return m_objRightChild;

            }

            set

            {

                m_objRightChild = value;

            }

        }

        public BSPNode LeftChild

        {

            get

            {

                return m_objLeftChild;

            }

            set

            {

                m_objLeftChild = value;

            }

        }

        public Line SeparateLine

        {

            get

            {

                return m_objSeparationLine;

            }

            set

            {

                m_objSeparationLine = value;

            }

        }

        public BSPNode(TPolygon p_objPolygon, BSPNode p_objRoot)

        {

            m_objNodesObjects = new List<TPolygon>();

            m_objNodesObjects.Add(p_objPolygon);

            m_objParentNode = p_objRoot;

            Text = p_objPolygon.ID;

        }

        public BSPNode(List<TPolygon> p_objPolygons, BSPNode p_objRoot)

        {

            m_objNodesObjects = p_objPolygons;            

            m_objParentNode = p_objRoot;

            if (p_objPolygons.Count > 0)

            {

                Text = p_objPolygons[0].ID;

                for (int i = 1; i < p_objPolygons.Count; i++)

                {

                    Text += " , " + p_objPolygons[i].ID;

                }

            }

        }

    }

    /// <summary>

    /// Class introduces polygon in 2d space.

    /// Class contains basic information about polygon, like: area, centroid, id.

    /// </summary>

    public class TPolygon

    {

        PointF[] arrPoints;

        RectangleF m_objEnvelope;

        private string m_strID;

        private PointF m_objCenterPoint;

        public PointF CenterPoint

        {

            get { return m_objCenterPoint; }

            set { m_objCenterPoint = value; }

        }

        public PointF[] Points

        {

            get

            {

              return arrPoints;

            }

        }

        public string ID

        {

            get { return m_strID; }

            set { m_strID = value; }

        }

        private float m_fArea;

        public float Area

        {

            get { return m_fArea; }

            set { m_fArea = value; }

        }

          public TPolygon(List<PointF> p_arrPoints, string p_strID)

          {

              m_strID = p_strID;

              float fXMinvalue = float.MaxValue;

              float fXMaxvalue = float.MinValue;

              float fYMinvalue = float.MaxValue;

              float fYMaxvalue = float.MinValue;

              PointF currPoint = PointF.Empty;

              m_objCenterPoint = new PointF();

              arrPoints = new PointF[p_arrPoints.Count];

              m_fArea = p_arrPoints[p_arrPoints.Count - 1].X * p_arrPoints[0].Y -

                        p_arrPoints[0].X * p_arrPoints[p_arrPoints.Count - 1].Y;

              for (int i = 0; i < p_arrPoints.Count; i++)

              {

                  if (i != (p_arrPoints.Count - 1))

                  {

                      m_fArea += p_arrPoints[i].X * p_arrPoints[i + 1].Y -

                            p_arrPoints[i+1].X * p_arrPoints[i].Y;

                  }

                  arrPoints.SetValue(p_arrPoints[i], i);

                  currPoint = arrPoints[i];

                  m_objCenterPoint.X += currPoint.X;

                  m_objCenterPoint.Y += currPoint.Y;

                  if (fXMinvalue > currPoint.X)

                  {

                      fXMinvalue = currPoint.X;

                  }

                  if (fXMaxvalue < currPoint.X)

                  {

                      fXMaxvalue = currPoint.X;

                  }

                  if (fYMinvalue > currPoint.Y)

                  {

                      fYMinvalue = currPoint.Y;

                  }

                  if (fYMaxvalue < currPoint.Y)

                  {

                      fYMaxvalue = currPoint.Y;

                  }

              }

              m_fArea = Math.Abs(m_fArea / 2);

              //Calculate centroid and envelope of the current polygon.

              m_objCenterPoint.X /= arrPoints.Length;

              m_objCenterPoint.Y /= arrPoints.Length;

              m_objEnvelope = new RectangleF(fXMinvalue, fYMinvalue, (fXMaxvalue - fXMinvalue), (fYMaxvalue - fYMinvalue));

          }

        public TPolygon(PointF[] p_arrPoints,string p_strID)

        {

            m_strID = p_strID;

            float fXMinvalue = float.MaxValue;

            float fXMaxvalue = float.MinValue;

            float fYMinvalue = float.MaxValue;

            float fYMaxvalue = float.MinValue;

            PointF currPoint = PointF.Empty;

            m_objCenterPoint = new PointF();

            arrPoints = p_arrPoints;

            m_fArea = p_arrPoints[p_arrPoints.Length - 1].X * p_arrPoints[0].Y -

                        p_arrPoints[0].X * p_arrPoints[p_arrPoints.Length - 1].Y;

            for (int i = 0; i < p_arrPoints.Length; i++)

            {

                if (i != (p_arrPoints.Length - 1))

                {

                    m_fArea += p_arrPoints[i].X * p_arrPoints[i + 1].Y -

                          p_arrPoints[i + 1].X * p_arrPoints[i].Y;

                }

                currPoint = arrPoints[i];

                m_objCenterPoint.X += currPoint.X;

                m_objCenterPoint.Y += currPoint.Y;

                if (fXMinvalue > currPoint.X)

                {

                    fXMinvalue = currPoint.X;

                }

                if (fXMaxvalue < currPoint.X)

                {

                    fXMaxvalue = currPoint.X;

                }

                if (fYMinvalue > currPoint.Y)

                {

                    fYMinvalue = currPoint.Y;

                }

                if (fYMaxvalue < currPoint.Y)

                {

                    fYMaxvalue = currPoint.Y;

                }

            }

            m_fArea = Math.Abs(m_fArea / 2);

            //Calculate centroid and envelope of the current polygon.

            m_objCenterPoint.X /= arrPoints.Length;

            m_objCenterPoint.Y /= arrPoints.Length;

            m_objEnvelope = new RectangleF(fXMinvalue,fYMinvalue,(fXMaxvalue - fXMinvalue),(fYMaxvalue - fYMinvalue));

        }

          public RectangleF Envelope

          {

              get

              {

                  return m_objEnvelope;

              }

          }

    }
    } 

DrawServices.cs

public struct tagPOINT

    {

        public double x;

        public double y;

    }

    /// <summary>

    /// GDI pen style struct.

    /// </summary>

    public enum PenStyles

    {

        PS_SOLID = 0,

        PS_DASH = 1,

        PS_DOT = 2,

        PS_DASHDOT = 3,

        PS_DASHDOTDOT = 4

    }

    public enum ENUMBinaryRasterOps

    {

        /// <summary>

        /// <a href="ms-help://MS.VSCC.v80/MS.MSDN.v80/MS.WINCE.v50.en/wceshellui5/html/wce50lrfBinaryRasterOperations.htm">See MSDN Help</a>

        /// </summary>

        R2_XORPEN = 7,

        /// <summary>

        /// <a href="ms-help://MS.VSCC.v80/MS.MSDN.v80/MS.WINCE.v50.en/wceshellui5/html/wce50lrfBinaryRasterOperations.htm">See MSDN Help</a>

        /// </summary>

        R2_NOTXORPEN = 10,

    }

    public class DrawServices

    {

        private readonly static DrawServices Singletone = new DrawServices();

        // These values come from the larger set of defines in WinGDI.h,

        // but are all that are needed for this application.  If this class

        // is expanded for more generic rectangle drawing, they should be

        // replaced by enums from those sets of defones.

        private int NULL_BRUSH = 5;

        private int R2_XORPEN = 7;

        private PenStyles m_enmPenStyle = PenStyles.PS_SOLID;

        private int BLACK_PEN = 0;

        [StructLayout(LayoutKind.Sequential)]

        private struct POINTAPI

        {

            public int x;

            public int y;

        }

        /// <summary>

        /// <a href="ms-help://MS.VSCC.v80/MS.MSDN.v80/MS.WINCE.v50.en/wceshellui5/html/wce50lrfGetStockObject.htm">See MSDN Help</a>

        /// </summary>

        public enum ENUMStockLogicalObjects

        {

            /// <summary>

            /// <a href="ms-help://MS.VSCC.v80/MS.MSDN.v80/MS.WINCE.v50.en/wceshellui5/html/wce50lrfGetStockObject.htm">See MSDN Help</a>

            /// </summary>

            NULL_BRUSH = 5

        }

        // Use Interop to call the corresponding Win32 GDI functions

        [System.Runtime.InteropServices.DllImportAttribute("gdi32.dll")]

        private static extern int SetROP2(

                IntPtr hdc,

// Handle to a Win32 device context

                int enDrawMode
// Drawing mode

                );

        [System.Runtime.InteropServices.DllImportAttribute("gdi32.dll")]

        public static extern IntPtr CreatePen(

                PenStyles enPenStyle,
// Pen style from enum PenStyles

                int nWidth,



// Width of pen

                int crColor



// Color of pen

                );

        [System.Runtime.InteropServices.DllImportAttribute("gdi32.dll")]

        private static extern bool DeleteObject(

                IntPtr hObject
// Win32 GDI handle to object to delete

                );

        [System.Runtime.InteropServices.DllImportAttribute("gdi32.dll")]

        public static extern IntPtr SelectObject(

                IntPtr hdc,

// Win32 GDI device context

                IntPtr hObject
// Win32 GDI handle to object to select

                );

        [System.Runtime.InteropServices.DllImportAttribute(

             "gdi32.dll")]

        private static extern bool MoveToEx(

            IntPtr hdc,          // handle to device context

            int X,            // x-coordinate of new current position

            int Y,            // y-coordinate of new current position

            int oldp// pointer to old current position

            );

        [System.Runtime.InteropServices.DllImportAttribute("gdi32.dll")]

        private static extern int Polyline(IntPtr hdc, tagPOINT[] lpPoints, int nCount);

        [System.Runtime.InteropServices.DllImportAttribute("gdi32.dll")]

        private static extern int Polygon(IntPtr hdc, tagPOINT[] lpPoints, int nCount);

        [System.Runtime.InteropServices.DllImportAttribute(

             "gdi32.dll")]

        private static extern bool LineTo(

            IntPtr hdc,    // device context handle

            int nXEnd,  // x-coordinate of line's ending point

            int nYEnd   // y-coordinate of line's ending point

            );

        [System.Runtime.InteropServices.DllImportAttribute("gdi32.dll")]

        public static extern int SetROP2(IntPtr hdc, ENUMBinaryRasterOps enDrawMode);

        /// <summary>

        /// This function retrieves a handle to one of the predefined stock pens, brushes or fonts. 

        /// <para/><a href="ms-help://MS.VSCC.v80/MS.MSDN.v80/MS.WINCE.v50.en/wceshellui5/html/wce50lrfGetStockObject.htm">See MSDN Help</a>

        /// </summary>

        /// <param name="brStyle">[in] Specifies the type of stock object. </param>

        /// <returns>If the function succeeds, the return value identifies the logical object requested. NULL indicates failure. </returns>

        [System.Runtime.InteropServices.DllImportAttribute("gdi32.dll")]

        public static extern IntPtr GetStockObject(ENUMStockLogicalObjects brStyle);

        [System.Runtime.InteropServices.DllImportAttribute("gdi32.dll")]        

        private static extern void Rectangle(

                IntPtr hdc,


// Handle to a Win32 device context

                int X1,



// x-coordinate of top left corner

                int Y1,



// y-cordinate of top left corner

                int X2,



// x-coordinate of bottom right corner

                int Y2



// y-coordinate of bottm right corner

                );

        [System.Runtime.InteropServices.DllImportAttribute("gdi32.dll")]

        private static extern IntPtr GetStockObject(

                int brStyle
// Selected from the WinGDI.h BrushStyles enum

                );

        // C# version of Win32 RGB macro

        public int RGB(int R, int G, int B)

        {

            return (R | (G << 8) | (B << 16));

        }

        /// <summary>

        /// Drawing an polyline with xor pen on given graphics with GDI API.

        /// </summary>

        /// <param name="p_objGraphics">The graphics object to draw on</param>

        /// <param name="p_objGDIPen">Pointer to GDI pen</param>

        /// <param name="p_arrPoints">The polyline points</param>

        static public void XORDrawPolyline(Graphics p_objGraphics,

                                IntPtr p_objGDIPen,

                                Point[] p_arrPoints)

        {

            IntPtr hdc = p_objGraphics.GetHdc();

            SetROP2(hdc, ENUMBinaryRasterOps.R2_XORPEN);

            IntPtr oldPen = SelectObject(hdc, p_objGDIPen);

            tagPOINT[] arrPoints = new tagPOINT[p_arrPoints.Length];            

            for (int i = 0; i < arrPoints.Length; i++)

            {

                arrPoints[i].x = p_arrPoints[i].X;

                arrPoints[i].y = p_arrPoints[i].Y;             

            }            

            MoveToEx(hdc, (int)arrPoints[1].x, (int)arrPoints[1].y, 0);

            LineTo(hdc, (int)arrPoints[0].x, (int)arrPoints[0].y);

            if (arrPoints.Length > 2)

            {

                MoveToEx(hdc, (int)arrPoints[1].x, (int)arrPoints[1].y, 0);

                LineTo(hdc, (int)arrPoints[arrPoints.Length - 1].x, (int)arrPoints[arrPoints.Length - 1].y);

            }

            SelectObject(hdc, oldPen);

            p_objGraphics.ReleaseHdc(hdc);

        }

        /// <summary>

        /// Drawing an polygon with xor pen on given graphics with GDI API.

        /// </summary>

        /// <param name="p_objGraphics">The graphics object to draw on</param>

        /// <param name="p_objGDIPen">Pointer to GDI pen</param>

        /// <param name="p_objGDIBrush">Pointer to GDI brush</param>

        /// <param name="p_arrPoints">The polygon points</param>

        static public void XORDrawPolygon(Graphics p_objGraphics,

                                IntPtr p_objGDIPen,

                                IntPtr p_objGDIBrush,

                                Point[] p_arrPoints)

        {

            IntPtr hdc = p_objGraphics.GetHdc();

            SetROP2(hdc, ENUMBinaryRasterOps.R2_XORPEN);

            IntPtr oldPen = SelectObject(hdc, p_objGDIPen);

            tagPOINT[] arrPoints = new tagPOINT[p_arrPoints.Length];

            for (int i = 0; i < arrPoints.Length; i++)

            {

                arrPoints[i].x = p_arrPoints[i].X;

                arrPoints[i].y = p_arrPoints[i].Y;

            }

            if (arrPoints.Length == 3)

            {

                MoveToEx(hdc, (int)arrPoints[0].x, (int)arrPoints[0].y, 0);

                LineTo(hdc, (int)arrPoints[1].x, (int)arrPoints[1].y);

                MoveToEx(hdc, (int)arrPoints[1].x, (int)arrPoints[1].y, 0);

                LineTo(hdc, (int)arrPoints[2].x, (int)arrPoints[2].y);

                MoveToEx(hdc, (int)arrPoints[2].x, (int)arrPoints[2].y, 0);

                LineTo(hdc, (int)arrPoints[0].x, (int)arrPoints[0].y);

            }

            SelectObject(hdc, oldPen);

            p_objGraphics.ReleaseHdc(hdc);

        }

        public static DrawServices GetInstance

        {

            get

            {

                return Singletone;

            }

        }

    }
12 Abstract
The visibility problem is a frequently studied in different contexts. Simulators, computer games, GIS systems need to introduce spatial data efficiently as much as it is possible.

Rendering all entities in the picture, even if one entity is hidden by another entity, is not an option because performance requirements. Usually the picture can consist of a huge number of entities, in this case rendering is hard even for modern hardware and because of it the performance is the most important issue during the rendering.

With the evolution of computer graphics, many algorithms were developed for efficient rendering. Some algorithms solved the problem partially; other algorithms solved the problem only if special conditions are meet. 

In order to provide the best performance for rendering, it is important to be able to sort the entities in space.

The sorting problem presents two main aspects: performance and practicability in the case of the circular hiding.

In this work we will discuss space partitions using BSP trees. We will show how BSP trees help to solve the visibility problem. We will see how to construct and perform rendering via BSP tree and we will test the data structure complexity.   
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