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 תקציר 4

רך את תנועת העצמים במרחב האווירי אחר מטרות מוטסות היא לשעמערכת שעוקבת המטרת 

על יות אלקבלת ההחלטות לאנשים או למערכות שאחר עוכך לתת מצ ,באזור עניין ,חללבאו 

יכולת גילוי : מערכת העקיבה צריכה להתמודד עם מספר אתגרים. תנועה מוטסת באזור זה

דידות שיוך נכון של המ, שערוך מדויק של המסלול, ואיכון של המטרות בסביבת מפריעים

יעילה ולהתמודד עם  צריכה להיות כזאת מערכת ,מצד שני. 'כאשר יש ריבוי גילויים וכו למטרות

המערכת צריכה להיות זולה מספיק על מנת להיות כלכלית  ,כמו כן ;מגבלות ואילוצי זמני תגובה

 .ותחרותית

 ישניםח: מערכת מורכבת ממספר שלבים שכל אחד מהם אחראי על חלק מהמשימה, בדרך כלל

תהליך האיכון מחשב את מיקומו של העצם והעוקב משערך את , אחראים על גילוי העצמים

בגלל המגבלות הפיסיקליות לא ניתן לבצע אף אחד מהשלבים אלו בצורה מושלמת . התנועה שלו

 .תהליכים אלו משתמש בשיטות סטטיסטיות לשערוך התוצאה-תתהולכן כל אחד מ

י המערכת למטרות שכבר "נמדדו ואוכנו עיוך של המדידות שאחד המרכיבים החשובים הוא ש

שיוך זה נעשה בעזרת חיפוש המועמד בעל התאמה מרבית בין כלל מדידות לכלל . מנוהלות

בעיית החיפוש . של כלל המערכת ביצועיםהעל  המשפיעלות החיפוש יברור שיע. המטרות הידועות

ישבו חסמים שמכתיבים את הביצועים עבודות שח ןישנ. רבות היא בעיה נחקרת כבר שנים

בעיית החיפוש בעזרת מבני נתונים בה חישובית ישנו תחום שמטפל גאומטריב. יםאופטימליה

מבני נתונים אלו מאפשרים חיפוש יעיל במרחבים רב ממדיים ומהווים מאין אינדקס . מרחביים

 .של חיפוש

ה תוצג סקיר, כמו כן. ם אחרונותבעבודה זו תסקרנה שיטות איכון ועקיבה שהתפתחו במהלך שני

 .של השאילתות ממדי תוך כדי התייחסות לביצועים-דוי וממד-של שיטות חיפוש שונות במרחב חד
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 מבוא 8

בדרך כלל . מספר עשורים אחרונים מזה עקיבה אחרי מטרות היא אחת הבעיות הנחקרות

 חישניםלה עם מספר מערכת גדוהוא חלק מ, התהליך שמבצע את העקיבה –  (tracker) "עוקב"ה

(sensors), מערכות מסוג זה יכולות לשמש למטרות שונות גם בתחום . מסוגים שונים לעתים

 .האזרחיהביטחוני וגם בתחום 

סוג זה תהיה ממטרת מערכת . מערכת הגנה נגד הטילים: תחום הביטחונימהלמערכת  אדוגמ

העצם יש צורך לעקוב אחרי לאחר זיהוי . ריותאפש לזהות מטרות ולנסות לסרוק את האזור

אם . כלומר האם הוא נע לאזור המוגן או לא, התנועה שלו על מנת להחליט האם הוא מהווה איום

הטיל הזה צריך לשנות את הכיוון שלו . מחליטים ליירט את העצם המאיים אז משגרים טיל יירוט

: מטרה המקוריתה –אחד : בהתאם לתנועות המטרה ולכן כרגע נדרש לעקוב אחרי שני עצמים

: יירוטהטיל מצד שני יש צורך לעקוב גם אחרי  ,צריך כל הזמן לשערך את המיקום העתידי שלו

ולתת פיקוד  אופטימליתנועה הההנוכחי על מנת לשערך את וקטור  מויש צורך לדעת מה מיקו

, הם התנאים להצלחת היירוט ,מאידך ומהירות תגובה לשינויים ,מחדדיוק העקיבה . למנועים

של תהליך זה  תהבעייתיו. כאשר ברור שכישלון במשימת היירוט יכול לגבות מחיר גבוה מאוד

 דיוק, בטווח הגילוי  ותיש מגבלות של ביצועים שמתבטא חישןלכל סוג : חישניםכבר ב המתחיל

הבעיה נעשית יותר קשה כאשר מדובר . 'א וכוווהתראות ש, קצב העברת הנתונים, המדידות

נדרש לעשות היתוך מידע המגיע  –אלו מסוגים שונים ה חישניםובמיוחד כאשר ה, חישניםבמספר 

יגרמו  חישניםפחות מדי דיווחים מה: עוקבעבור הישנה דילמה . ולעבד אותם ביחד חישניםמה

הבעיה הולכת ומסתבכת כאשר . כאשר ריבוי הדיווחים יגרום להצפת מידע, לאי דיוק בעקיבה

אזור המוגן ויש צורך במספר טילים כדי הספר עצמים שמאיימים על יש מ: מדובר במספר איומים

יותר , יותר מטרות, יש יותר דיווחים, במקרה זה המורכבות של כל התהליך עולה. ליירט אותם

באופן המיקום  ושערוך ,מהירים מצד אחדמספיק דרישה לזמני תגובה  נהחישובים ועדיין יש

  .מצד שנימדויק מספיק 
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  .STSS לגילוי ויירוט טילים םלווייני חישניםלמערכת משולבת  דוגמא :1איור 

 

מתוארת אילוסטרציה למערכת  http://missiledefense.wordpress.com -שנלקח מ 2באיור 

היא לתת  זומטרת מערכת . בקרה אווירית מערכת: תחום האזרחיהלמערכת מ אדוגמ.מסוג זה

שמי כל העולם מחולקים . אחריות הבקרהעדכנית ומדויקת של השמיים בתחום מונת מצב ת

 ואלוודא שה, אחריות הבקר להכיר כל מטוס שנע באזור האחריות שלוב. לאזורי בקרה שונים

כל המטוסים . המתעוררותלזהות חריגות ולנהל את התקלות , לפי תוכניות הטיסה מתקדם

המערכת אמורה . י הבקר"ע םגבהים ומהירויות שהוגדרו עבור ,נתיביםאותם אמורים לנוע ב

נתוני ) תומהו,  מטוסמיקום ה: את הנתונים הבאיםכלומר , לספק לבקר את תמונת השמיים

 בהתאםהמטוס נע להסיק האם  ,מצד אחד ,ניתן הנתונים שלעיללפי . ווגובה ומהירות, (זיהוי

מכיוון שהתמונה , חירום יבמקר ,מצד שניו ;ותחריג נןישאשר כולהתריע  עבורו נית שהוגדרהתוכל

, למשל .שינוי הנתיבים על מנת לפתור את התקלות אודותניתן למצוא פתרונות  ,עדכנית נההי

גילה תקלה באחד ממנועיו ונדרש לנחות באחד משדות התעופה הקרובים שלא  מסוים מטוס

נתיבי המטוסים את כמו כן יש לשנות ו, כן נדרש לבנות נתיב חדש עבור המטוסל. תוכניתל בהתאם

ולוודא כי אחד מהמשתתפים  אחר כליש לעקוב . שעלולים להתנגש בו בעקבות השינויהאחרים 

 הברור שחריג. את השינויים בתוכנית ולהתריע במקרה של אי התאמה באופן מדויק יםמבצעהם 

שמגלים  חישניםאווירית  ישנם מספר בקרה גם במקרה מערכת . התאונל גרוםלמהתוכנית עלולה 

שבונה , הנתונים שלהם לעוקבעל מדווחים  חישניםה. את מיקומם של העצמים שנעים בשמיים

המערכת יודעת לזהות כל אחד מהמטוסים ולבדוק את , כמו כן. מסלולים עבור כל אחד מהעצמים

גם במקרה זה סיבוכיות  .לזו המתוכננתמידת ההתאמה של התנועה הנמדדת והמשוערכת 

גם במקרה זה ישנה דרישה לתת . כמות המטרות שיש לעקוב אחריהםבהמערכת עולה כתלות 

  .שיערוך מדויק בקבועי זמן מאוד קצרים

http://missiledefense.wordpress.com/
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 .ATCבקרה האווירית הם במערכת "לתמונת מכ דוגמא :2איור 

 

מתואר מסך של מערכת בקרה  http://airtrafficcontrollerexam.comשנלקח מאתר  1באיור 

 היא שימושית. האוויריתתחום התנועה בעיית העקיבה רלוונטית לא רק  עבור . האווירית

 חוקריםהקבוצת , זה במאמרם .[OTKTF2009]הביולוגיה והרפואה כגון בתחומים שונים  

. ומחלות מוח אחרות האפילפסיהלשם אבחון מחלת את השימוש בטכנולוגיה של עוקב  תמתאר

 EEGףאלקטרואנצפלוגרהיום היא בדיקת כאחת השיטות המקובלות בעולם הרפואה 

(electroencephalography) . של הנבדק ורושמים ולגולגולת חישניםבשיטה זו מחברים מספר 

. המאפיין שמתאר את הגל הוא התדר שלו. יתעילות ספונטנית מוחנוצרים על ידי פהאת גלי המוח 

, גמה ,ביתה, אלפה: (rhythm)קצבים מ 5 -פעילות המוח שמעניינת מבחינה קלינית מורכבת מ

שיטת הבדיקה היא . Hz 0.1-100אלו נמצאים בתחום בין ההתדרים של המקצבים . וטתהדלתה 

י פרוק "אלו נגרמות בדרך כלל עההתופעות . מיוחדאו גלים חדים ב תולינארילגלות קפיצות לא 

כמו במקרה של  .ביםקועממילימטרים  מספר הבקבוצת הנירונים שנפח סימולטנימטען חשמלי 

רעש שנובע ממגבלות אמצעי נו מרכיב של יש ת גלי המוחמדידבתוך , של המטוס מדידת מיקומו

במקרה זה תפקידו  .עות האמיתיותיש צורך להוריד רעשים אלו על מנת להתמקד בתופ. המדידה

יותר לזהות את הקפיצות בתדר קל של העוקב הוא לתפקד כמסנן שמחליק את המדידות וכך 

 .שנובעות מהמחלה

 

http://airtrafficcontrollerexam.com/
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 .לאלקטרואנצפלוגרף דוגמא :9איור 

 

. לקההמדידות שעברו החאת  בשני התרשימים הקו הכחול מסמן. [OTKTF2009]נלקח מ  3איור 

בתרשים השני  ,ומת זאתעל, הקו האדום בתרשים הראשון מסמן את הפעילות שנחשבת כרגילה

ת וחריגההוא מסמן את הקפיצות : קו האדום מסמן את החלק המשלים למקרה הראשוןה

 .תיותילהיות בעי עלולותש

 מציג Parischa [P2006]. היא מתחום הכלכלה לשימוש בעקיבה נוספת שאפשר להביא אדוגמ

כגון בניית  –הן בתחום מקרו כלכלה   Kalman Filterמספר שימושים שניתן לעשות לעוקב של 

 דוגמאמודל של שינוי שלטון המבוסס על מודלים מרקוביים וכן במיקרו כלכלה כאשר הוא מביא 

 הוא אמצעי לחישוב של  Kalman Filterכמו כן . ר שערי חליפיןחלשערוך פרמיית סיכון במס

[MR2009] alpha indicator ונחשב  אמצעי למדידת ביצועים של השקעה כגון קרן האחרון הוא

הזה מציג את השוני בין הביצועים בפועל של  רהאינדיקאטו. עיקרייםהלאחד מחמשת המדדים 

 .הקרן יחסית לצפי המקורי

 

 
(a) (b) 
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 .Alpha  פרמטר הוחישוב  Kalman Filter (c)י "שהוחלקו ע (b)נתוני מסחר של חברת פורד ל דוגמא( a) :4איור 

 

מורכבות במערכות עקיבה למטרות מוטסות , כפי שכבר נאמר. [MR2009] -נלקח מ 4איור 

, וכמו כן ואת קיום העצם ולשערך את מיקומהיא לגלות  חישןמטרת ה. חישןהבעיה מתחילה ב

: חישניםשנם הרבה סוגים של י. לדווח את שגיאת המדידה שלו ,מה שלא פחות חשוב

האלקטרומגנטיים אפשר לחלק  חישניםאת ה. [B2003]' אופטיים וכו, סונר, אלקטרומגנטיים

 :לשני סוגים

 .מ"ככגון מ, פעילים חישנים .2

 .כגון מגלה כיוון, סביליםחישנים  .1

סס על מבו  ,( radar – range and distance)מגלה כיוון ומרחק ה, [S1998]מ "מכעיקרון פעולת ה

מכיוון . מקבל ואהחזיר את הקרינה האלקטרומגנטית שהעצם להתכונה הפיסיקלית של 

ניתן להשתמש במבנה  ,הרי זאת מהירות האור –שמהירות התפשטות הגל היא ידועה וקבועה 

 :הבא

 
 .מ"תאור פשטני של מכ :3איור 

. שפוגש בדרך איזשהו עצם יאלקטרומגנטהת המשדר משדר את האו. [S1998] -נלקח מ 5איור 

האות המוחזר מעובד ומוצג . י המקלט"בסופו של דבר נקלט עשחזרה את האות העצם מחזיר 

 ,אלדוגמ. בתצוגה

(c) 
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 .מ המוטס"גילוי המרחק בעזרת המק :9 איור

 מ"כמטוס המצויד במ ניתן לראות בצד שמאל ,בחלקו העליון ,[S1998] -שנלקח מ, 6באיור 

סופו בממול ומוחזר ממנו ושהפולס פוגע במטוס .  ומקווקהמסומן בקו ( פולס)משדר את האות ש

של " היסטוריה"בחלקו התחתון של הציור ניתן לראות את ה". מתשאל"של דבר נקלט במטוס ה

, מורכא.  הפולס המשודר וכעבור זמן מה הפולס חוזר מוחלש ומעוות נמצאבצד שמאל : אותה

 21האות חזר לאחר , נניח. ניתן לחשב את הטווח בקלות ,המכיוון שמהירות האור היא קבוע

 :בצורה הבאהמחושב מ לעצם "כהמרחק בין המ יאז ,תמיקרו שניו

 
בדרך . מ עד לעצם ובחזרה"מהמכ: האות עושה את הדרך פעמיים: מקדם של החציליש לשים לב 

 .מ הוא פולס"כבמ המשודרכלל האות 

 
 .מ"תאור סכמטי של פולס המכ :7איור 

 

ורק , לשלוח את האות ולחכות לתשובההרעיון בשימוש בפולס הוא . [S1998] -נלקח מ 7איור 

אם . מ"רוך מספיק בהתאם למטרות המכאצריך להיות  Tזמן . אחר כך לשלוח את הפולס הבא

מ יכול להתבלבל ולחשוב "המכ יאז ,t>T מקיים את של הפולס round trip -ההמסמן את  t זמן

קבות שידור הפולס השני ואז אולי הוא חזר בעש יווןכ t-Tהוא    round trip-שבעצם זמן ה
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מ יש מגוון פתרונות "בתורת המכ. ambiguityנקרא  מעין זהמצב . המרחק המחושב יהיה שגוי

מ "ים של השידור לאופי הזירה שמכפרמטרהצריך להתאים את  ,אבל כאמור ,בעיה זול שמוצעים

 .אמור להתמודד איתה

 :מקבל את תמונת המצב ובצורה זום סורק את הזירה "במציאות המכ

 

 
 .מ"תאור סריקה של מכ :0איור 

בחלק ו מולוזירה ה סורק אתהמטוס בחלק העליון של האיור מוצג . [S1998] -נלקח מ 8איור 

-ציר ה: מטה-מעלה ,x-ציר ה: ימין-שמאל)ממדית  -הסריקה שהיא דו" תוכנית" התחתון מוצגת

y .)התוצאות  ,יותר הצר( מ"כי המ"הסקטור במרחב שמואר ע)לומה אחשוב להבין שככל שה

הסיבה לכך היא שהאנרגיה שמתבזבזת במרחב קטנה יותר ולכן האות . יותרמדויקות יוצאות 

 ,מצד שני. לומה קטנהאתברות שיהיו שני עצמים בתוך הוגם כי ההס יותר חזר יהיה חזקושי

לזמן רב " עיוור"אזור נמצא באזור ההלומה צרה מאריכה משמעותית את זמן הסריקה ואז כל א

 .יותר

 

 :איכות חישוב הטווח תלויה בהרבה פרמטרים נוספים

 עוצמת השידור 

  (קולטת/משדרת)גודל האנטנה 

 ההחזרה " טיב" –עצם המחזיר התכונות הפיסיקליות של ה 
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 מ ואורך מחזור הסריקה"כצם לאות המעזמן החשיפה של ה 

 אורך הגל שבו משודר האות 

 רעש רקע 

 

 :מים"כשימושים רבים למישנם 

 חיזוי מזג האוויר 

 ניווט 

  (ימית בקרה, בקרה אווירית)מיפוי הזירה 

 חיפוש ועקיבה 

 הכוונת טילים 

  (טילים)גילוי איומים 

  (טורף – זיהוי עמית)זיהוי מטרות 

   מיפוי שטח ברזולוציה גבוהה מאוד(ם מסוגמי"מכ SAR) 

ניתן  ,האזימוט של האנטנהו מ"בהינתן מיקום המכ: שיטה האקטיבית הוא ברורההיתרון של 

 .בקלות למפות את הזירה

 :האקטיבי חישןישנם גם חסרונות ל

 –יקת מ משדר בתדר גבוה מאוד ובצורה מאוד מדו"מכיוון שמכ. המחיר והמורכבות .2

, נדרשים אמצעים נוספים כגון מקור להספקת כוח משמעותי ,כמו כן. עלותו גבוהה

 .'מערכות קירור וכו

וכך החשאיות , י כולם"הוא נקלט ע –מ משדר "מכיוון שהמכ. חתימת פעילות גבוהה .1

 וחסרונות הפריסה ואפילו קל להשמידלהבין את , למוד את שגרת הפעילותניתן ל. נאבדת

 .ךבמידת הצור

א יהו חילופית ישנה דרך. חסרונות אלו יכולים להיות קריטיים כאשר מתכנים פתרון של עקיבה

. משודריםהאלו לא משדרים אלא רק קולטים את האותות  חישנים. יםפסיבי חישניםשימוש ב

 :המקורות של השידור יכולים להיות שונים ומגוונים

 מ"כשידורי מ 

 שידורי תקשורת 

  וכדומה (ה למדידה מרחוק ודיווח של מדידותשיט) טלמטריהשידורי 

בדרך כלל לא ידוע מתי שודר : שיטת האיכון היא שונה פסיבי חישןשבמקרה של שימוש ב, ברור

אחת השיטות המקובלות לאיכון . לחישוב הטווח אשידור כלשהו ולכן אי אפשר להשתמש בנוסח

 .של המטרות הוא במגלה הכיוון פסיבי
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 .תאור המערך לגילוי הכיוון :6איור 

אחת  dשנמצאות במרחק  b -ו aי אנטנות תיש ש חישןבשיטה זו ל. [S1998] -נלקח מ 2איור 

בין המטרה ששהוא הכיוון  eי האנטנות כפונקציה של תשונה בשבאופן נקלט  אותה. מהשנייה

כאשר מקובל לחשב את  חישןשל המטרה מה טאזימוהבקלות ניתן לחשב את  .למערך האנטנות

ניתן לשערך את מיקום המטרה שבה  הדרךתואר תבהמשך העבודה . יחסית לצפון האזימוט

 .חישניםבעזרת מספר 

 

טעויות במדידת זמני  ןמ ישנ"במקרה של מכ. אינה תוצאה מדויקת חישןהתוצאה שמתקבלת ב

מהירות האור לא באמת , אותבמדידת עוצמת היש טעויות , התדר אינו מדויק, שידור וקליטה

מרחק : גם בגילוי כיוון יש תלות בטעויות המדידה. 'קבועה כי היא תלויה בתווך שבו הוא עובר וכו

 כתוצאה. 'וכו של אות הנקלט בערוצים שונים  פאזה החשמליתהמדידת הפרשי , בין האנטנות

מטרה אלא רק לתאר התפלגות כלשהי את מיקום ה בהחלטלא ניתן למצוא בצורה מדויקת , מכך

במקרה של עקיבה אחרי טיל רצוי . בדיוק מוחלטאמיתי לא קיים צורך , יחד עם זאת. של המיקום

אווירית  גם דיוק של עשרות מטרים הוא במקרה של בקרה , של מטרים ספוריםלקבל דיוק 

 .מ מזג האוויר אפילו ניתן להסתפק בדיוק קטן מזה"מקובל ובמקרה של מכ
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 סקירת ספרות 3

הנושאים  .עקיבה וגם מבני נתונים מרחביים, ישנם מקורות רבים שעוסקים בנושאים של איכון

 . 'חישובית וכו הגאומטרי, האלו זוכים להתייחסות בתחומים כגון בקרה

בשנת . טחוניילתחום הב וחשיבותבשל התחיל להיחקר כבר באמצע המאה הקודמת איכון הנושא 

2247, [S1947] המטרה בעזרת שיטות בסיסיות לביצוע איכון על  פרסם עבודה שבה תוארו

עושה סקירה  [T1984]בהמשך . מרחיב ומסביר אותו ביתר פירוט [A1958]. יםפסיבי חישנים

ות הקיימות בשלב זה תוך כדי שהוא מציע שיפורים וכלים פסיבירחבה של שיטות איכון 

בין השאר הוא מתמקד  .[S1947]לו באלגוריתם של מתמטיים חדשים כדי להתגבר על הבעיות שע

 ודאות-שערוך אליפסת אינושא . מיקום המטרהעל מנת לשערך את  MLEבשימוש בשערוך 

. ואחרים [R2004], [T1984]: ממדית עולה במאמרים רבים-ת דונורמליבהינתן התפלגות 

[G1995], בלשיטות שהוזכרו  ,בין השאר ,בעבודת הדוקטורט שלו מתייחס[T1984]-,  אבל עושה

 .פיתוח נוסחאות מחדש תוך כדי התייחסות לעקמומיות כדור הארץ

פרסם מאמר  [K1960] ,2261בשנת  .זוכה להתייחסות ולמחקרים רביםהוא גם  עקיבההנושא 

נושא , כאמור. ותדינמילצורך בקרה על מערכות  Kalman Filter-שבו הוא מתאר את  השימוש ב

 [P2006]כלכלה , [OTKTF2009]ה תחומים שונים כגון רפואה וביולוגיה זה נמצא בשימוש בהרב

. 'וכו [SBC1999],  [R2004] ,[G1995], [EM2001], [MBCC1999]עקיבה ה אוכמובן גם בנוש

כגון  מגבלות השיטה הזו ולכן עלו רעיונות לשיפורעלו  Kalman Filter-הלך העבודה עם המב

Adaptive Kalman Filter [HCCL2003] ,Extended Kalman Filter  [G1995],  [R2004]  וגם

Unscented Kalman Filter  [BM2007].  עקיבה אחרי החלה גם התפתחות בנושא  ,שנימצד

שבה הוא מתאר את  [B2003]י "אחת העבודות החשובות בנושא נעשתה ע. מספר מטרות

כמו כן . 'מסלול וכו, מטרה, המושגים עיקריים של עקיבה לאחר מספר מטרות כגון סריקה

שמתארות שיטות שונות של  [B1995] ,[KNS2004], [SS1971], [R1979]פורסמו עבודות של 

 .עקיבה לאחר מטרות מרובות 

בהמשך נעשית סקירה . [C1995]-ו [C1990] י"בעיית החיפוש נעשה על פורמליה תאורהנושא 

 [BKOS2000] הספר .[GG1997] -ו [AE1997]י "ים עגאומטריחיפוש במבנים הרחבה של נושא 

ה חישובית ובין השאר מתאר את האלגוריתמים לחיפוש גאומטרימתאר מספר נושאים של 

ושימושם באינדוקס  +B/Bמתאר את עצי  [RG2003]. 'וכועצי רביעים , סגמנטים, בתחומים

 .'וכו  +R/Rתאר את עצי מ [G1984]. נתוניםמסדי 

ושאים נב [CLR1990], בנושא של סטטיסטיקה [BD2001]: חשוב לציין מספר ספרים יסודיים

 .ה חישוביתגאומטריבנושא של  [BKOS2000]-של מבני נתונים ואלגוריתמים ו
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 איכון המטרה 4

 הגדרת המודל 1.4

החישנים של מערכת העקיבה מגלים את . נהאיכומוטסת הוא השלב הראשון בעקיבה אחר מטרה 

ישנם הרבה גורמים  ,בפרק המבוא רמשנאכפי . המהמטרה ומודדים את הנתונים שתלויים במיקו

או תהליך מקרי בדיד שמוגדר  הוא תהליך סטוכסטי חישניםבעצם כל אחד מה. דיוק במדידה-לאי

כסדרת משתנים מקריים  
nnX או TnX n ; הסתברות ה על מרחב PB,,,  כאשרT 

היא בעצם  חישניםכל מדידה של כל אחד מה ,במלים אחרות. [G2009] ינדקסיםהיא קבוצת הא

מיקום המטרה יכול להתקבל רק כשיערוך  לכן. משתנה מקרי שמתפלג בהסתברות מסוימת

שהמודל יהיה  ככל, כמובן. תלויה במודל שיוגדרnXמשתנה המקרי הההתפלגות של . סטטיסטי

מאמר  פרסם D.J.Torrieri [T1984] ,2284בשנת . התוצאה תהיה מדויקת יותר כך גם ,טוב יותר

במאמר . ותפסיביעבור מערכות   מודל המדידה וגם מסביר את שערוך מיקום המטרהשמגדיר את 

כיוון שמגלים את  חישניםבוסס על מערך אחד מה: של מערכות איכון מודלים שניזה מוצגים 

בסוף  .השידור תקליטשמודדים את זמן  חישניםסס על הווהשני מב חישןהמטרה יחסית ל

 .Dopplerהמאמר מוצגת דרך לשערך את וקטור המהירות של המטרה בעזרת שימוש בתופעת 

מודל זה יכול לעבוד בשני . שמגלים כיוון חישניםבפרק זה יוסבר מודל האיכון שמבוסס על 

 .מקרים שקולים

 'מקרה א

 

                                                         

                                                             

 
 

 

 

  :'מקרה ב

ן כיוו

 הקליטה

ן כיוו

 הקליטה

ן כיוו

 הקליטה

3 

1 

1 

 מטרה
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 .מטרההלקליטת  דוגמא :18איור 

 

המטרה  חישניםבכל אחד מה. נייחים חישניםי  שלושה "המטרה הנייחת נקלטת ע' במקרה א

שלוש כל אחת מאבל הוא נייד ולכן ב ,אחד חישןישנו אומנם ' במקרה ב. בכיוון אחר תנקלט

שמהירות , ברור. מטרה נקלטת מכיוונים שוניםהנקודות הזמן הוא נמצא  במקומות שונים ושוב 

מיקום המטרה לא יהיה אחרת  ,ה משמעותית ממהירות המטרההנייד צריכה להיות גדול חישןה

  .דויקמ

 .'של מקרה א דוגמאעל ה תהליך האיכון יוסבר

 :חישניםבעקבות קליטת השידור מתקבלות מדידות מה

(1)     Ninoisexfr iii ,...,2,1,)(    

  

היא הפונקציה של המדידה xfi)(, חישןהוא האינדקס של ה i, חישניםמספר ההוא  Nכאשר 

היא פונקצית השגיאה של המדידה  inoise, מדידהשהייתה מתקבלת אם לא היו שגיאות ב

 .חישןי ה"היא המדידה שמדווחת ע irובסוף  i חישןמה

 :המשוואות בצורה וקטורית Nאפשר לכתוב את 

(2)      noisexfr  )( 

חיובית משותפת  (covariance matrix) שונותהוא וקטור מקרי עם מטריצת  noiseשר אכ

 סימטרית

(3)           T
noiseEnoisenoiseEnoiseEN  

 

ידועה  ינהשא חישןשל המיקומים של המטרה והצירוף הוא  שלעיל xמשתנה המשמעות של 

ביחס לחישן  בהינתן זירה מסוימת מיקומה של המטרה. משתנה בצורה מקרית ינהאבל א ,מראש

מניחים  ,כפי שמקובל ,לכןו. של המטרה היחסי מיקומהנדרש לגלות את . הוא קבוע אבל לא ידוע

ן כיוו

 הקליטה

ן כיוו

 טההקלי

3 2 

ן כיוו

 הקליטה

2 

 מטרה
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הוא מקרי ומתפלג בצורה   noise -ה ,ומת זאתעל .מקרי ינוא ךידוע א שאינו משתנה הוא x-ש

 :הסתברות של המדידה בצורה הבאהצפיפות לכן אפשר לכתוב את , גאוסיאנית

 

(4)   
 

 )]([)]()[2/1(exp
2

1
)|( 1

2/12/
xfrNxfr

N
xrp T

N
 


 

 :ריםמספר הסבלהלן 

 .חיובית וסימטריתכ בשל היותה מוגדרתהפיכה  Nמטריצה ה

)(xfr   בעצם הואn  - שהיא טעות המדידה. 

במקרה  חישןי ה"עהמטרה  מדידה שלית ישהיא פונקצ ,f(x)פונקציה הנגדיר עכשיו את 

 תמתאר( 5) הי המשואוית ההגעה של האות אזאם החישן מודד את ז. נטול שגיאות, אופטימליה

 .xלהיות הארגומנט של הפונקציה במקום  Rנשתמש באות  ,על מנת למנוע בלבול.f(x)את 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .חישןית כיוון בין המטרה ליהגדרת פונקצ :11איור 

 

 ,לכן

(5)      
st

st

xx

yy
Rf




 1tan)( 

 

 ואם נוסיף את פונקצית השגיאה נקבל

(6)      i

it

it
i n

xx

yy





 1tan   

בעקבות דיווחי מדידות של הקליטה עשויה . חישניםי ה"הם דיווחי הכיוון שמדווחים עiכאשר 

 :תמונה הבאההלהתקבל 

s 

Sensor 

(xs,ys) 

x 

y 

Target 

(xt,yt) 
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 .חישניםמדידת הכיוונים ב :12איור 

ים הכחולים הם ווהקו המטרה ריבוע האדום הואה, חישניםשחורים מסמנים את ההמשולשים ה

י "בצורה מדויקת ע כתחתנ אינה המטרה ,כפי שניתן לראות .חישניםי ה"הקוונים שנקלטו ע

ת אנליטיולכן הפתרון שהוא מציאה ( ישןת על ידי החישן וזויתה נמדדהקרן שמקורה בח) הקוונים

 [T1984] עמצידרך ההתמודדות ש. לא ישים ואפילו לא קיים הקווניםשל נקודת החיתוך של 

 MSE (Maximum Likelihood משערךהיא התמודדות סטטיסטית בעזרת שימוש ב ומאמרב

Estimator) [BD2001]. 

 שיערוך המיקום 1.4

הסתברות קבלת היא מתארת את צפיפות  (.4) נוסחאנחזור ל. [T1984] -השיטה מתוארת ב

. ך לא ידוע של המטרהומיקום קבוע א חישניםמדידה בהינתן מיקומים קבועים וידועים של ה

או במילים . p-כזה שימקסם את ה xזה בעצם למצוא את הערך של  MSE(p(r|x))למצוא את 

ישערך מיקום כך  MSEשערוך , הוא מיקום המטרה פרמטר הלא ידוע היחידהמכיוון ש, אחרות

אחת הטכניקות המקובלות . תמקסימלילקבל משם את המדידות שנמדדו תהיה  הסתברותהש

 (4)ל ע logפונקצית זה להפעיל  יותאנגאוסעל התפלגויות  MSE  בחישוב
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(7)        )()()( 1 xfrNxfrxQ
T

  

סימן מינוס ההשינוי מחיפוש מקסימום למינימום נובע מ .מינימלייהיה  Q(x)-כך שx את ולחפש 

 .המעריךשנמצא בתוך 

א את הנקודה שבה היא פתרון בעיית מציאת נקודת הקיצון של הפונקציה הוא לגזור אותה ולמצו

ערך נדרש למצוא את ה ,חישניםככמות ה מכיוון שמדובר בפונקציה עם מספר משתנים. 1-שווה ל

 .1ערך ל   G(x)של הגרדיאנט שמביא את x של

(8)     

T

N

x
x

Q

x

Q

x

Q
xQ 




















 ...,)(

21

 

0משוואות מסוג   Nובעצם נדרש לפתור 




ix

Q
 {x1,x2,…,xN}נעלמים  Nעם 

אז מציאת הפתרון של מערכת  ,תלינאריאינה פונקציה  xf)( פונקציהה (6)כיוון שלפי מ

    Newton-Gaussנומרית של העשה בשיטה יי תולינארימשוואות לא 

(9)     )()()( 00 xxGxfxf   

 כל אחד מהמשתניםלפי xf)(של פונקציות  מטריצת נגזרות חלקיותהיא  G -ו

(10)     
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x

f

G 

ונגדיר משתנה  ,לערכו המינימלי( 7)במשוואה  xQ)(מביא את הבתור המשערך x̂את  אם נגדיר

 -כך ש 1rחדש 

(11)      001 )( Gxxfrr  

 נקבל, ונגזור (7)בתוך  (9)אם נציב את , אז

(12)    02ˆ2)( 1

11

ˆ  

 rNGxGNGxQ TT

xxx 

GNGTאם  1 ת אז היא הפיכה ולכן פתרון המשוואה הזו יהיהאינה סינגולרי 

(13)   

 

   

   nxxGxfxfNGGNGx

xfrNGGNGx

rNGGNGx

TT

TT

TT













)()()(

)(

ˆ

00

111

0

111

0

1
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ניחוש ראשוני  - 0x, המיקום האמיתי של המטרהאת מייצג  x: כדי לעשות סדר במשתנים, שוב

 הפתרון שניתן בסוף האלגוריתם -x̂ ,של נקודה כלשהי שנמצאת בסביבת המטרה

 :בצורה הבאה (13)תחושב לפי  x̂שונות המשותפת של המטריצת 
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 .(6)-ממקרה הכללי למקרה הפרטי כפי שתואר ב נחזור

),(נגדיר נקודה כלשהי בסביבת המקום הצפוי , כמו במקרה הכללי 000 yxR . מחבר המאמר מציע

 .נקודות חיתוך בין הכוונים שלהמצולע למצוא את מרכז 

 נקבל חישניםלכל אחד מה0Rאם נחשב את האזימוט ביו נקודת הניחוש 
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)התוצאה המתקבלת  x


, ŷ לכלל המדידות שנעשו ביותר היא תוצאת שיערוך האיכון שמתאימה  (

 .ישניםחי ה"ע

שתוצאה אינה , ברור. נשאלת עדיין השאלה מהו הדיוק שלה. התוצאה הזו אינה שלמה, אומנם

זה , מה שנדרש כעת. חישניםמדויקת כי היא מבוססת על מדידות שכבר גילמו את השגיאה של ה

 .להביא את מדד הדיוק של השערוך

 .פרק שלם לדיוק המשערך דישקממחבר המאמר 

הוא טרנספורמציה  x̂ ,(13)לפי , לכן. גאוסיאניתוקטור שמתפלג בצורה  הוא r -כבר הגדרנו ש

 :הצפיפות שלה תוגדר בצורה הבאה פונקצית. גאוסיאנית ולכן גם הוא מתפלג  rעל ת לינארי
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 ודאות-אי תאליפס שיערוך של 1.4

 Kערךשווה ל ןהסתברות שלההממדית אוסף הנקודות ש-דו גאוסיאניתבהתפלגות  ,[R2004]לפי 

אוסף הנקודות במישור שבו יכולה להימצא המטרה , במילים האחרות. נתון היא אליפסה

יקח פונקצית הסיבה לכך היא שאם נ .x̂היא אליפסה שמרכזה הוא המשערך  Kבהסתברות 

 נקבל  logצפיפות ונפעיל עליה 

(29)    kmPm T   )()( 1  

 כתוב מחדשאז ניתן ל ,היא אלכסונית Pמטריצה  םא ,במקרה הפשוט. נוסחת האליפסה וזאת 

 :בצורה הבאה (29)את 

(30)    k
mm

y

yy

x

xx 





2

2

2

2 )()(








 

צירי האליפסה לא המשתנים ואז ומר יש קורלציה בין כל, אינה אלכסונית Pבמקרה שמטריצה 

 .מקבילים לרשת הצירים ויהי

 

 .K-קטנה מ ןסתברות שלההלאוסף הנקודות שה דוגמא :19איור 

 .[R2004] -נלקח מ 23איור 

xm  םבשלושת ;שלושה מקרים זו יש דוגמאב =1, ym =2. 

a )x =1, y =1 

b )x =2, y =1 

c )x =1, y =2 

 נותן Pחישוב הערכים העצמיים של 
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 .הצירים שיתארשינוי ל דוגמא :14איור 

 [R2004] -נלקח מ 24איור 

 אז , ePהסתברות הנדרשת היא האם , לכן

(38)     )1ln(2 ePk  

 ואז אורכי צירים של האליפסה הם

(39)     
2

1





kaxisSemiMinor

kaxisSemiMajor




 

נציב את . (26)  -וב (25) -האיכון שאת מרכזו מצאנו ב תאליפס ערכינותר כעת לחשב את 

 נקבל. (14)בתוך  (21),(20)

(40)       
2

22 ˆ






 xxEx 

(41)       
2

22 ˆ






 yyEy 

(42)        
2

ˆˆ






 yyxxExy 
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(a) 
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(b) 

 .תוצאת האיכון :13איור 

 21הוא חזרה על איור  a. 21מתאר את תוצאות תהליך איכון המקרה שתואר באיור  25איור 

דגיש מה, 25איור של  a-ור הרלוונטי מהאזהגדלה של ההוא  b-ו לבעיה המוצגת בתוספת הפתרון

 .את התוצאות

ניחוש הירוק מסמן את ההפלוס , הריבוע האדום מסמן את מיקומה האמיתי של המטרה

המיקום המשוערך והאליפסה מגדירה את השטח שבו אמורה הפלוס הורוד מסמן את , הראשוני

של  האמיתי ומהלראות שהאליפסה מכילה את מיקניתן  .21%להימצא המטרה בהסתברות 

 .המטרה

  שיטת  אתמוקדמת יותר לפתרון בעיית המיקום וזהאת הגישה  המציג [K2007]העבודה 

Stansfield algorithm שהוצגה לראשונה ב- [S1947] ו מאמרולאחר מכן הוסברה ביתר פרוט ב

 -ו יחסית קטנותהן שגיאות הבשיטה זו מניחים ש .[A1958] של
i

i
ri

D

p
  כאשרip מרחק ההוא
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תהיה  תנקודת הניחוש הראשוני ,בשיטה זו. i חישןשנקלט ב לקווןבין נקודת ניחוש ראשונית 

 .דיוקים-אבל הרבה יותר רגישה לאי, חישוביתמבחינה שיטה זו יותר פשוטה  .תוצאה הסופיתה

בחלק מהיישומים יש לקחת  ,בפועל. מודל שהוצג עד עתה מניח שהאיכון נעשה על המישורה

יכולים  (HF) ג"ת רדיו שמשדרים בתחום קורנים, למשל. בחשבון את העקמומיות של כדור הארץ

שבמקרה זה לא ניתן להזניח את , ברור. להיקלט ממרחק של מאות עד אלפי קילומטרים

הדרך הקצרה שמחברת שתי נקודות על הספירה היא הקשת של : העקמומיות של כדור הארץ

לוקח  (15)מציג פתרון שבו  [G1995]. ישר שמחבר אותםהקו הולא  ןמעגל הגדול שעובר דרכה

 .בחשבון את הספרה

 

תוצר . ניתן לאכן מטרה שמשדרת אות אלקטרומגנטי ,מגלי כיוון חישניםבהינתן מערך , לסיכום

צג אותה שניתן לייגאוסיאנית צפיפות  תשזה בעצם פונקצי, האיכון יהיה שיערוך מיקום המטרה

באפליקציות שונות משתמשים בצורה שקולה . שונות המשותפתהבעזרת התוחלת שלה ומטריצת 

וגודל , ערך התוחלת של פונקצית השערוךכאשר מרכז האליפסה הוא , אליפסה שלה שהיא הצגת

אליפסה מייצגת שטח ה. שונות המשותפתהי מטריצת "מוכתבים ע אוריינטציה שלההו האליפסה

מקובל להשתמש באליפסה ) מצאות המטרה גבוהה מערך מסוים שהוגדר מראשיה שבו הסתברות

 .(90% של בהסתברות הקורןאת  שמכילה
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 מטרההעקיבה אחר  5

 הגדרת הבעיה 1.4

בפרקים . שלה לאורך הזמן יםמהמיקואחר המטרה נדרש לקבל את אוסף על מנת לעקוב 

על המדידות  תטרה המתבססוהדרך לאכן את המ, חישניםה –הקודמים הוצגו אמצעי הקליטה 

. פונקציה הסתברותית אלא ,האיכון שמתקבל אינו נתון מדויק. חישניםשנעשות במערך ה

דרך . המטרה  הימצאותהסתברות  שלממדית -דוה גאוסיאניתהפות פיצה מגדירה את פונקציה זו

מקום הסביר ביותר הכאשר מרכזה הוא  ודאות-איה אליפסתהיא  של האיכון אחרת להצגה

 . שלא תמיד מרכז האליפסה נמצא במקום הנכון, סביר להניח .של המטרה הימצאותל

 
 .למדידות של מטרה נעה דוגמא :19איור 

מתוארת דוגמא לעקיבה לאחר מטרות  http://pilotsfor911truth.orgשנלקח מ  26באיור 

האמיתי של  מהמיקו. ציר המסומן בכחולהניתן לראות באיור את המטרה שנעה לאורך . מוטסות

, לכאורה .של המערכת מסומנים בנקודות לבנותכונים יהא, ותירוקבנקודות המטרה מסומן 

שאומנם רוב , קל לראות .פשר לחבר את הנקודות הלבנות בקו וזה יהיה המסלול של המטרהא

 ,מבואהכפי שתואר בפרק  .אך עדיין לא מדויקים ,האיכונים נמצאים בסביבת המטרה האמיתית

על מנת להימנע מלקבל החלטות לא  ,יש צורך לעקוב אחרי המטרה בצורה כמה שיותר מדויקת

אם הטיל המיירט . הובאו מספר דוגמאות לשימוש בעוקב מבואב .משאביםנכונות או מבזבוז ה

יקבל כל פעם דיווחים לא מדויקים הוא יצטרך כל פעם לתמרן על מנת להתכוונן לעבר מיקום 

. טיל המיירט יכול פשוט להחטיאהתמרון כזה יבזבז הרבה משאבים ובסוף . מטרה הצפויה

א וושתראות העשויות להופיע  ,למדידות שמתקבלותאם נתייחס רק  ,בקרה האוויריתה תבדוגמ

 ירידהלא יכול לגרום וושתראות הריבוי . על חריגה מהמסלול המוגדר או כניסה לאזורים אסורים

שיבטל ככל האפשר את הרעשים שנובעים נדרש פתרון . בביצועים של מערך הבקרה משמעותית

http://pilotsfor911truth.org/
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אפשר להניח שאין סטייה קבועה . לאמיתית ביותר אי דיוקים במדידה ויביא תוצאה קרובהמ

(bias) וכל הנתונים מוסטים בצורה מקרית. 

 

  LSE  (Least Square Error) משערךבהפתרון שמקובל להשתמש בו במקרים כאלו הוא שימוש 

[K1993], [BD2001]  אחד . מקטין את השגיאה הממוצעת של המדידותהשמביא פתרון

 .[K1993] (linear regression) תלינאריהשימושים המוכרים הוא רגרסיה 

 

 

(a) 



 
 עקיבה אחר מטרות מוטסות בעזרת מבני נתונים מרחביים                                                    (11222)עבודה מסכמת במדעי המחשב 

 

41 

 

 

(b) 

 .תלינארילרגרסיה  דוגמא :17איור 

 

32:פונקציההאת הנקודות האמיתיות של  כוכביות הירוקות מסמנותה  xy . פלוס הסימני

 1עם סטיית התקן של  רעש לבן" מורעשות"האדומים מסמנים את התוצאות ה

)2,0(Nyyn  . קוהעל מנת לשערך את   bkxy ,  רגרסיה המשתמשים בנוסחת

 תלינאריה

(43)     

 

xkyb

x
n

x

yx
n

yx

k

ii

iiii









 

 
22 1

1

 

8613.2,9993.1 ,הנוכחית דוגמאב  bk , מאוד לכוכביות הירוקות ברוקהקו הכחול עובר .

 . תוצאה תהייה מדויקת יותרה כך גם ,נקודות תעלההשכמות  כלשכברור 

. תאנליטיי פונקציה "מסלול לא יכול להיות מיוצג עההפתרון הזה מאבד מיעילותו כאשר , אומנם

 ,הפתרון האפשרי .אין טעם לחשב מקדמים של הפולינום אם לא קיים פולינום כזה, במקרה כזה

הפתרון . תלינאריהה את הרגרסי ןלקבוצות ולעשות עליה המדידותלחלק את כל הוא  ,לכאורה

מסלול המטרה ו, גדולה מדי המדידותשל  אם הקבוצה, לדוגמא .ל אינו תמיד עובד"כדוגמת הנ



 
 עקיבה אחר מטרות מוטסות בעזרת מבני נתונים מרחביים                                                    (11222)עבודה מסכמת במדעי המחשב 

 

41 

 

שלעיל  אם הקבוצה, מצד שני. התוצאה שתתקבל תהיה מאוד לא מדויקתאזי , כולל תמרונים

 .יקדיוקים ושוב המסלול יהיה קופצני ולא מדו-התוצאה תהיה רגישה מדי לאי יאז, קטנה מדי

 

 .המדידותת על כלל לינארירגרסיה  :10איור 

 
 .מדידות 3כל ת על לינארירגרסיה  :16איור 
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 .(zoom in) מדידות בהגדלה 3כל ת על לינארירגרסיה  :28איור 

 

אדומים הם הפלוס הסימני , ומים אמיתייםירוקים הם מיקה פלוסהסימני  11-28באיורים 

 28באיור . י רגרסיה"שערוך של המיקום עמסמנות כחולות הכוכביות ה, מדידות עם רעש

הרגרסיה נעשית מחדש על כל חמש  11-ו 22כאשר באיורים , דותמדירגרסיה  נעשית על כל הה

 .22הוא הגדלה של חלק מאיור  11איור . מדידות

[K2007] טות להתגבר על הבעיה הזו כגון שיטות מציג מספר שיCPLE ,Gauss-Newton ,

Recursive Least Squares  ובסוף את שיטתKalman Filter.  שיטות הראשונות עובדות השתי

 -ו RLSשיטות . מדידותמסלול נעשה בדיעבד לאחר קבלת כל ההכלומר חישוב , בצורה של אצווה

KF דכנות תוך כדי קבלת הנתונים וכך מתאפשר לנצל כלומר הן מתע, ובדות בצורה רקורסיביתע

לכן , סובלת מבעיות יציבות בהרבה מקרים RLSשיטת  [K2007]לפי . אותם ביישומי זמן אמת

 .Kalman Filterבהמשך נתמקד בפתרון של 

 Kalman Filterהפתרון של  1.4

[K1960]  ווחים שוויםבמר תדגמוונ משתנות עם הזמן ,כלומר, ות בדידותדינמימטפל במערכות .

 מניחים, כמו כן .מספיק לתאר את המצבים של המערכת ,תדינמילתאר מערכת  שכדי קובעהוא 

נחה זו מתבססת על ה. גאוסיאניהקלט של המערכת הוא תהליך מקרי שו תלינארימערכת היא הש

xTy)(ת לינאריהעובדה שבהינתן טרנספורמציה   , אםx  גם  יאז, גאוסיאניהואy  יהיה

 .גאוסיאני

 :הבא סוגהמערכת מב לטפלמטרתו של המאמר 
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 .תדינמי תלינארימערכת  :21איור 

 .[K1960] -נלקח מ 12איור 

 .מינימלידיוק יהיה ה-כך שאי

u(t) – קלט המערכת 

x(t) – המערכת מצב 

y(t) – פלט המערכת 

M(t), F(t),D(t) – זמן תתלוי אינההמערכת  יאז ,אם שלושתן קבועות. בתוך המערכת התמרות. 

 

  תאור המערכת המוצע הוא

(44)     











)()()(

)()()(

txtMty

tutDxtF
dt

dx

 

 :של דבר המאמר מגדיר את הבעיה בצורה הבאה בסופו

 ת מסוגדינמינתונה מערכת 

(45)     )()()1( txtFtx  

(46)     )()()( txtMty  

nyyy: פלט של המערכתומתקבלות מדידות  ,...,, מה שנדרש הוא לשערך את מצבי המערכת . 21

nxxx ,...,,  .שהכי יתאימו לפלטים של המערכת21

 .ל"בצורה טובה יותר את הנשתסביר  דוגמאנציג עכשיו 

שלו אנחנו מודדים את המיקום . אנחנו רוצים לתאר תנועה של רכב שאמור לזוז בקו ישרש אמרנ

 .כל שנייה

 

 

 

גאוסיאנית משתנה מקרי שמתפלג היא בפועל מהירות הרכב , מודל הרצויהזה רק  ,אומנם

)4,0(N. 

0t 

 

1t 

 

2t 

 

3t 
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 וקטור מורכב מהמיקום והמהירות של הרכבכמצב המערכת  אתנגדיר 
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1*1*
1 ;vnמצד שני כל שנייה . נקרא רעש המודל

טעות . N)1,0(גאוסיאנית תעושים מדידות של מיקום הרכב שגם להם יש טעות מדידה שמתפלג

 .זאת נקראת גם רעש המדידה

 תוך התחשבות ברעשים (45),(46) מחדש את הנוסחאותנכתוב 

(47)     11   kkk wFxx 

(48)     kkk vMxy  

(49)     ),0(~)( QNwp 

(50)     ),0(~)( RNvp 

 

nsssנתונים הבעקבות המדידות מתקבלים  ,כאמור ,...,, מה היו מצבי הוא מה שנדרש לגלות . 21

ומר השגיאה המצטברת בין המצבים כל ,ים שהיו מתאימים למדידות אלואופטימליהמערכת ה

 .תמינימליאל המדידות המתאימות תהיה 

 :הואM197] ]-ו [WB2006] ם שלימאמרוהוסבר גם ב [K1960]י "הפתרון שהוצע ע

נגדיר 

kx̂ כמצבapriori  בשלבk ,הידע שהיה לפני קבלת המדידהמצב המערכת לפי  שערוך כלומר 

ky ו-kx̂ כמצבaposteriori  בשלבk , המשוערך אחרי טיפול במדידה מצב הכלומרky .כמו כן, 

 aposteriori -ו aprioriנגדיר שגיאות שערוך 
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 aposteriori -וapriori שיערוך המשותפת של שגיאת השונות את הנגדיר גם 

(51)      
][

][

T

kkk

T

kkk

eeP

eeP



 

 

 ,אז

(52)       1
ˆˆ



  kk xFx 

 (53)     11 

  k

T

kk QFFPP 

 

 (54)    
1

1)(









k

T

k

k

T

k

T

kk

SMP

RMMPMPK
 

 



 
 עקיבה אחר מטרות מוטסות בעזרת מבני נתונים מרחביים                                                    (11222)עבודה מסכמת במדעי המחשב 

 

41 

 

(55)     )ˆ(ˆˆ   kkkk xMyKxx 

 

(56)      kkk PMKIP )( 

 

)ˆ(ההפרש   kkk xMyrנקרא  innovation  והוא מייצג את ההפרש בין המדידה למצב

   .תואמת את הציפיותמערכת התנהגותה של הכך , שערך זה קטן יותר ככל: המשוערך לפי המודל

. אמור להשפיע innovation -משמעותו היא להגדיר עד כמה ה .Kalman gainנקרא  Kהערך 

של המדידה גדולה  ודאות-איהכלומר , גדול יותר R -ש כלכ: היריסטיקההאפשר לראות את 

שגיאת המדידה  נבחן מקרה פרטי כאשר . kx̂שערוך של ההמדידה הזו תשפיע פחות על  יאז ,יותר

1אז  ,1 -שואפת ל

0
lim 


 MK

R
kkואז   yx ˆ ,מצב המערכת חייב להיות שווה למדידה ,כלומר .

היא צריכה  יאז ,(נטולת שגיאות) מושלמת אם המדידה .היא ברורה המקרהה של האינטואיצי

שואפת  ,apriori-השונות של שגיאת שערוך האם מטריצת , ומת זאתעל. להתאים למצב המערכת

0limאז , 0 -ל
0




K
kP

ואז  kk xx שוב .  aprioriמערכת יהיה כפי שהוא שוערך המצב  ,כלומר, ˆˆ

פרדיקציה של המצב מנחשת ה יאז ,שמערכת היא מדויקת ןמכיוו: האינטואיציה היא פשוטה

 .ו במדויקאות

 :אפשר להגיד שהמנגנון עובד בשני שלבים

 

 .Kalman Filter [K1960]עבודה של המחזור  :22איור 

 .[K1960] -נלקח מ 11איור 

 prediction   (52)-(53) – ניחוש .2

 correction (56)-(54) - תיקון .1

 

[SBC1999] מביא פיתוח של ה- Kalman Filter כאשר הוא מתייחס גם למדידות , בצורה כללית

הגדרת הבעיה שלו . המתארות את צפיפות ההסתברות וגם למצב המערכת כפונקציות רציפות

תן שהמדידה אכן הסתברות להיות במצב מסוים ולקבל מדידה מסוימת בהינהאומרת מה היא 

על פונקצית התפלגות  MLE -נעשה בעזרת שימוש ב aposterioriגם פה שיערוך המצב . התקבלה

 .גאוסיאנית 



 
 עקיבה אחר מטרות מוטסות בעזרת מבני נתונים מרחביים                                                    (11222)עבודה מסכמת במדעי המחשב 

 

43 

 

נצטרך להגדיר את המודל על מנת , שתוארה בתחילת פרק זה ,אם נחזור לבעיה של הרכב

 2x2תהיה מטריצה  Kalman Filter .Fלהשתמש באלגוריתם של 
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00
Q 

ולהתחיל , yניתן לקבל מדידות , כעת. Xהמצב  וקטורמכפילים ב M -ו Fשאת המטריצות , נזכור

 .תאופטימליבצורה ה xאת מצבי המערכת לשערך 

הוא יכול , למשל: המצב וקטורבמקרה של עקיבה אחרי מטרות מוטסות יש להגדיר בהתאם את 

יש להתאים את מודל התנועה , כמו כן. מרכיבי מהירות 3-ו תוקואורדינט 3 –ערכים  6לכלול 

 .איכות העקיבה תלויה בצורה מוחלטת באיכות המודל שנבחר. תאם לציפיותהושגיאות המודל ב

 

 Kalman Filterשיפורים והרחבות של  1.4

 Adaptive Kalman Filterהפתרון מסוג  5.3.4

להגדיר את המודל בצורה קשיחה  מגבלה הראשונה היא שנדרשה .לשיטה זו יש מספר מגבלות

יתכן אומנם שיש צורך . ערכתמוהיא אמורה לענות על כל הצרכים שיתעוררו במהלך עבודת ה

עם מנוע  נוסעים מטוס, ש"קמ  311 -של כמודל אחרי מטוס קל שזז במהירות  ולעקוב בעזרת אות

ומטוס קרב , ש בנתיבים בינלאומיים"קמ 811 -כ שלסילון של חברות תעופה שזז מהירות 

שהמודל שבנוי עבור , ברור. ש וכמו כן הוא צפוי לתמרן"קמ 2111מעל למהירותו יכולה להגיע ש

 .מטוס קל עלול לתת ביצועים חלשים בעקיבה לאחר מטוס קרב

[HCCL2003] מציע להשתמש ב- Adaptive Kalman Filter ,שתנה כתלות יהמודל  ,כלומר

 :שתי שיטות ותבפועל במאמר מוצע .תמדידוב

 :לצורה הבאה (53)משנים את . זיכרון הדועךהשיטת  .2

(57)     )( 1 QFFPSP T

kk  

 

שיערוך הבשגיאת  ודאות-אז יש יותר אי, 1Sאם , ומת זאתעל, שיטה הרגילהה זאת,  S=1אם 

יהיה  ,קבועיהיה ערך  Sפרמטר מצב שבו להשברור . להשפיע" משקל"ולכן למדידות יש יותר 

-המתבסס על המרחק בין המצב ה S הפרמטר הוצע אלגוריתם לחשב אתלכן ויחסית לא יעיל 

aposteriori כך שבכל שלב הערך של , למדידה בפועלS  תאם לטיב המודלבהישתנה. 

 .תדינמימערכת ההשיערוך מרכיב השונות של  .1
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 .השוואת ביצועים בין האלגוריתמים :29איור 

 .[HCCL2003] -נלקח מ 13איור 

במיוחד כאשר הרכב מבצע פניות , ניתן לראות שביצועים של האלגוריתם האדפטיבי טובים יותר

. מהר להסתגל לשינוי חד מספיק לא מצליח, תלינאריתנועה תהיה השמצפה ש, מודל רגיל. חדות

 . יותר בשיטה השנייה הסתגלות זו מהירה

 Fuzzyבשיטה זו משתמשים בטכנולוגיה של . [EM2001] קיימת שיטה נוספת לעדכון של המודל

Logic .בטכנולוגיה זו מתמודדים עם פונקציה רציפה שמתארת את מידת קיום תכונה מסוימת .

שקובעים עבור כל ערך  פיםיסחלש מבלי לקבוע /חזק, קטן/ניתן להגדיר תכונות כגון גדול ,דוגמאל

נות קניתן לקבוע חוקים מסוימים שעל פי הם מסיקים מס. ספציפי נושאלאיזו קטגוריה שייך 

 לבסוף נעשה תרגום למספר. שגם הן בסך הכול פונקציות רציפות שמתארות תכונה כלשהי

(defuzzification). 



 
 עקיבה אחר מטרות מוטסות בעזרת מבני נתונים מרחביים                                                    (11222)עבודה מסכמת במדעי המחשב 

 

41 

 

[EM2001]  מנסה לעדכן את שגיאת המדידה בעזרת הטכנולוגיה שלFuzzy Logic . הרעיון הוא

לשערוך kS-ששווה  ל יטתאורה innovationלבדוק את מידת ההתאמה של שערוך שגיאה של 

לצורך החישוב משתמשים בחלון של מספר מצבים . לאורך העבודה של העוקב תהשגיאה הנמדד

 :ומחשבים בצורה הבאה

(58)     
T

iirK rr
N

C 
1^ 

 :בצורה הבאה Rאמה ובהתאם משנים את לפי המאמר בודקים את מידת ההת

  אם^

rKC=kS,  אזי לא משנים אתR 

  אם^

rKC<kS,  אזי מקטינים אתR ,כלומר למדידה יש יותר משקל 

  אם^

rKC>kS,  מגדילים את אזיR, כלומר למדידה יש פחות משקל 

אם השגיאה . בודקים בפועל עד כמה הפרדיקציה טובה ומשערכים את השגיאה, במילים אחרות

כדי שהמודל והמדידה יהיו , אז מקטינים גם את שגיאת המדידה ,טיתאורקטנה בפועל מהתכנון ה

 ודאותה-איהז גם מגדילים את א, ל גם במקרה שהשגיאה גדולה מהתכנון"כנ. באותם קני מידה

  .של המדידה

 Extended Kalman Filterהפתרון מסוג  5.3.8

יש בחיים אמיתיים . לינאריהיא ההנחה שהמודל הוא  Kalman Filterמגבלה נוספת של שיטת 

 Extendedהוצעה השיטה שנקראת , לכן. הרבה מקרים שההנחה הזאת לא מספיק מדויקת

Kalman Filter (EKF). 

ושל  מצבצפיפות של ההאת פונקצית  דעיםויבנוי על זה שבכל שלב  Kalman Filter -ל ההרעיון ש

התוחלת : יתאנישל התפלגות גאוס sufficiency [BD2001] -ת הי תכונ"זה מושג ע. המדידה

אז , תלינארימכיוון שהמערכת היא . והשונות מגדירים את פונקצית הצפיפות בכל נקודה

אם , ומת זאתעל. תגאוסיאנינותנות במוצא פונקציה  ותסיאניגאוההתמרות על פונקציות 

אז מה שיתקבל במוצא כבר  ,תלינארילא  פונקציה היא Fלמשל אם , תלינאריהמערכת תהיה לא 

על מנת לחשב את שני המומנטים הראשוניים יש לחשב בפועל את , לכן. גאוסיאנילא יהיה 

השיטה המוצעת . [R2004]חישובית חינה ההתפלגות וזו משימה קשה מב התוחלת והשונות של

האחרון  מצבזציה בסביבה של הלינאריבעזרת ה אופטימליה מצבשיערוך של ה היא לעשות

 .ששוערך

 בשערוך האיכון  בעבר השתמשנו הלינאריזיציה של פונקציה לא לינארית תבשיט

(9)     )()()( 00 xxGxfxf   

G  ות של פונקצי מטריצת נגזרות חלקיותהיא)(xfלפי כל אחד מהמשתנים 
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 :(56)-(47)המשתנים כבר הוגדרו בנוסחאות  – [R2004]הוא הבא  EKFהתהליך שמוצע בשיטת 

1משוערך  מצבקיים נניח  .2
ˆ

kx 

)(11זציה של לינארינעשה  .1   kkk wxfx 1ל בסביבה ש
ˆ

kx. 

נחשב את  .3

kx̂ ואת

1kP 1ת שהשגנו בשלב לינארילפי פונקציה 

kkkזציה של לינארינעשה  .4 vxmy  בסביבה של  )(

kx̂. 

ואת kx̂נקבל את ות שהתקבלו לינאריבעזרת הפונקציות הו מסנןנבצע שלב של עדכון ה .5

1kP 

 נגדיר

(59)     kkk xfF ˆ|
~

 

(60)      kkk xmM ˆ|
~

 

kFכלומר 
~

kM  -ו kfשל  Jacobianהוא  
~

 .kmשל  Jacobianהוא 

 זציהלינאריתוך התחשבות ב (52)-(56)נשכתב את הנוסחאות 

(61)     1
ˆˆ



  kk xFx 

(62)     1111

~~


  k

T

kkkk QFPFP 

(63)    
1)

~~
(

~   k

T

kkk

T

kkk RMPMMPK
 

 

(64)     )ˆ(ˆˆ   kkkk xMyKxx 

 

(65)      kkkk PMKIP )
~

( 

 

[R2004] (61)-(65)ל נוסחאות מביא את הפיתוח ש. 

 :הבאות עובדות שתיב לציין וחש

2. EKF –  בשונה מ אופטימלימשערך הההוא אינו- Kalman Filter רגילה. 
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1. EKF – שונות בצורה נה ייהתכלומר התוצאות שלו , יכול להתבדר במקרים מסוימים

 .יםאופטימלימשמעותית מהערכים ה

[BM2007] 1 עובדהמביא מספר סיבות ל: 

 תלינאריאה בעזרת פונקציה יה אמורה לעבוד רק אם ניתן לשערך את השגיזצלינארי. 

  אחרת חישוב , תגאוסיאניההנחה היא שהמדידות מתפלגות פחות או יותר בצורה

 .שונויות לא יהיה נכוןההתוחלת ו

  לפונקציות התנועה חייב להיות קייםJacobian , אם ישנן נקודות אי רציפות אז החישוב

 .לא יהיה נכון

 תלויה בבחירה של המצב ההתחלתי ובפרמטרים של שגיאת המודל מסנןהתכנסות ה .

 .במידה ולא יבחרו פרמטרים טובים החישובים לא יהיו נכונים

 Unscented Kalman Filterהפתרון מסוג  5.3.3

[BM2007]  שנקראת חלופית מתאר שיטהUKF – Unscented Kalman Filter .ומת השיטות על

התוחלת ומטריצת )ראשוניים מומנטים  1הצפיפות הוצגה בעזרת  ונקציתפ ןשהוצגו עד כה שבה

ההנחה היא שאם . sigma pointsהנקראות  נקודות מייצגות בשיטה זו בוחרים מספר, (השונות

הרעיון של . ת הצפיפותימאפיינים של פונקצי ןבעזרתניתן לשערך  ,בוחרים את הנקודות נכון

הנקודות המייצגות ולשערך את המצב החדש בעזרת הוא לעשות התמרה גם על  UKFשיטת 

 .נקודות שמתקבלות בעקבות ההתמרהה

 

 .UKF -ל EKFלהשוואה בין  דוגמא :24איור 
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השמאלית למעלה רואים את בעמודה . באיור זה יש שלוש עמודות .[J2009] -נלקח מ 14איור 

-איה תנקודות הנדגמות וגם את אליפסהבעזרת ניתן לראות את ההתפלגות . (k-1)-מצב הה

בחלק התחתון בעמודה השמאלית ניתן . kקה של המערכת עוברים למצב דינמיבעקבות ה.  ודאות

האליפסה מייצגת את התוחלת ואת . תלינארילראות לפי נקודות הדגימה שההתמרה הייתה לא 

קה דינמימתמודד עם ה EKF בעמודה המרכזית ניתן לראות איך. השונות של הצפיפות המתקבלת

האליפסה האמיתית אך בצורה  עםמתקבלת אליפסה שאומנם חופפת  מכך כתוצאה. הנתונה

המשמעות היא שבצעד . תאופטימליחלקית בלבד וגם התוחלת המתקבלת די רחוקה מהתוצאה ה

בעמודה הימנית    .מתאר למציאות יהיה עוד יותר גדול EKFהבא המרחק בין מה שהמצב של 

 sigma pointsנקודות  5עליון ניתן לראות בחלק ה. UKFתן לראות את שיטת העבודה של ני

רו האלו שעבהנקודות  5בחלק התחתון ניתן לראות את . (k-1)-השמתארות את הצפיפות של מצב 

ניתן לראות . את התמרה ואת האליפסה שמתקבלת כתוצאה מחישוב על הנקודות שהתקבלו

 .ה היא הרבה יותר דומה למה שהיה אמור להתקבלשאליפסה שהתקבלה במקרה ז

שיותר קל לעשות שיערוך להתפלגות מאשר  [BM2007]האינטואיציה של השיטה אומרת 

ים ממד nכדי לשערך משתנה מקרי בעל , לפי שיטה זו. ת מקרית כלשהילינארילפונקציה לא 

kx 2נדרש לחשבn+1  נקודות בעלות משקלW  הבאה הנוסחאלפי: 
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 :בעקבות ההתמרה כל אחת מהנקודות עוברת בצורה הבאה
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 Newtonנעשה בצורה האיטרטיבית בשיטת  kx̂ מצבשלב העדכון שהוא בעצם החישוב של 

Raphson .  מניחים 

(72)       kxx ˆ
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 במספר איטרציות jxאת מחשבים 

(73)    
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כלומר, 1jx -יהיה מספיק קרוב ל jx -עד ש 1jj xx . 

(74)      jk xx ˆ 

(75)     111
)(   MRMPP T

kk 

[BM2007]  הנוסחאות הללופיתוח מביא את. 

הבעיה , אומנם. בודדת אשר נעה במרחבההמטרה  הצגנו עד עכשיו שיטות לעקיבה אחרי, לסיכום

במציאות וגם בדוגמאות שהוצגו . מתחילה להסתבך כאשר נדרש לעקוב אחר יותר ממטרה אחת

. ןהשלהעניין ונדרש לעקוב אחרי התנועה  במבוא בדרך כלל יש מספר מטרות שנמצאות באזור

 . MTT (Multi Target Tracking)בעיה זאת נקראת בספרות 
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 Multi Target Tracking -בה אחר מספר מטרות עקי 1.1

 

 
 .לעקיבה לאחר מספר מטרות דוגמא :23איור 

. עקיבה אחר מטרה בודדתאת הניתן לראות בעמודה השמאלית   [HL2001]-שנלקח מ, באיור זה

כל שורה  .מטרות שנעות במקביל 4בעמודה הימנית ניתן לראות אותה מטרה משתלבת עם עוד 

 .חישניםמתקבלת בעקבות קבלת נתונים חדשים מה אמייצגת תמונה כפי שהי
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שכבר קיימים במערכת מספר מסלולים נניח : נראה כך  [B2003]לפי  MTTעולם הבעיה של 

(tracks) כרגע מתקבלת קבוצה חדשה של מדידות מתוך . שנוצרו בעקבות מידע שהתקבל בעבר

המדידות יכולות להתקבל במרווחי זמן קבועים שנקראים גם , כלליבאופן . מערך החישנים הקיים

scans  אוdata frames ;או יכולות להתקבל בצורה מקרית .[B2003]  משתמש במונח סריקה

(scan) המדידות . בהתייחס באופן כללי לכל קבוצה של מדידות החישנים שמתקבלות בו זמנית

 .יימים או יפתחו מסלולים חדשיםשל הסריקה החדשה יתחברו לתוך המסלולים הק

 .שנמצאת בשימוש בבקרות אוויריות IFFהמקרה הכי פשוט הוא מערכת 

 

 

 

 .IFFתאור סכמתי של מערכת  :29איור 

מערכת זו . IFF מתוארת דוגמה למערכת http://rixco.multiply.comשנלקח מ  16באיור 

שנמצא בבקרה האווירית ומשיבים  (interrogator)" מתשאל"ם המרכזי ה"מכהמורכבת מ

((transponders מתשאל מסתובבת ההאנטנה של  .יוםככלי טייס הקיימים  רובב  יםשנמצא

משיב מקבל את הבקשה הוא מחזיר את התשובה הברגע ש". מי אתה"ושולחת בכל כיוון מסר 

המתשאל מקבל את . הוא מביא את זיהויו של המטוס ביחד עם נתונים נוספים ,שארהבין  ,שבה

מערכת , כך. ם הרגילות כפי שתואר במבוא"מכהמיקומו בשיטות את המסר מהמטוס ומאכן 

זיהוי הקרקעית מקבלת בכל סריקה את רשימת האיכונים החדשה של המטרות ביחד עם מספרי 

קרה של עקיבה לאחר מטרה בודדת שמופעלת על כל מניתן להפוך את הבעיה ל. של כל מטרה

אפשר לתאר את  ,ערכי-יש זיהוי חד מסלולוון שלכל מטרה ומכי. מטרה בנפרד בצורה בלתי תלויה

 :האלגוריתם לעקיבה בצורה הבאה

http://rixco.multiply.com/
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 .IFFתאור האלגוריתם לעקיבה לאחר מספר מטרות במערכת  :27איור 

 .(מיקום+זיהוי)מתקבלות תוצאות הסריקה שמכילות את מדידות המטרות שנקלטו  .2

 .עוברים על כל מדידה בנפרד בצורה בלתי תלויה .1

 .שלה על פי נתוני הזיהוי מסלוללכל מדידה מנסים למצוא את ה .3

מעדכנים על פי השיטות שתוארו בפרק שמטפל בעוקב לאחר מטרה  ,נמצא מסלולאם ה .4

 .בודדת

חדש ונותנים לו את הזיהוי שנמצא בתוך  מסלולאז פותחים  ,לא נמצא סלולמאם ה .5

 .שכרגע מטפלים בה המדידה

וקציה לבעיה של עוקב  רוב המערכות הקיימות לא מקבלות את זיהוי המטרה ולכן רד, אומנם

 .בודדת לא תמיד יעבודלאחר מטרה 

 :יראה בצורה הבאהיהכללי התהליך 

Receive the 

Scan results 

For each 

Target 

Locate Existing Track 

with the Target Id 

Track 

Exists? 

Update 

Track 

Create a 

new Track 

no 

yes 
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 .MTTתהליך  תאור מחזור  :20 איור

שני מנסים הבשלב  .חישניםראשון מתקבלת סריקה מההבשלב [. B2003]מבוסס על  18איור 

כך  ,ומדידה מסלולמ המורכבבשלב זה מנסים למצוא זוג . יםמסלוללשייך את המדידות ל

 .הקודם MTTלפרדיקציות שחושבו במחזור  תמקסימלישיתאימו בצורה 

 :ים הפעיליםמסלולשלישי מעדכנים את מבנה הנתונים של הבשלב 

 ים הקיימיםמסלולמאשרים קיום של ה. 

  ים חדשיםמסלולפותחים. 

 ים שהיו לא פעילים במשך זמן מסויםמסלולמוחקים את ה.  

כלומר , Kalman Filterבשיטות שתוארו קודם כגון  מסלולעדכון האת צעים בבשלב הרביעי מ

וגם מחשבים פרדיקציה , זה מסלולעבור kx̂את מוצאים 

1
ˆ

kx  באההסריקה העבור. 

 -תת מרחב מסביב להוא  שערמשמעות ה. שערמחשבים את הבשלב האחרון 

1
ˆ

kx  שבו יכולה

אז ההסתברות  ,האם הסריקה תתקבל מחוץ לתת מרחב ז. להתקבל מדידה מהסריקה הבאה

זה נמוכה מאוד ואז שיוך כזה עלול להביא  מסלולי "שהמדידה תתקבל מהמטרה שמתוארת ע

 .לשגיאה

 :בתהליך העקיבה מתבססים על שתי הנחות

קליטה של הכלומר אם המטרה נמצאת בטווח , היא גבוהה TP הסתברות גילוי המטרה .2

, בכל זאת. ות ותאוכן פחות או יותר במקום האמיתיהיא תתגלה ברוב הסריק חישניםה

 .מטרה עלולה לא להתגלותה ןסריקות שבה ינההיתו ,2הסתברות הגילוי אינה 

כלומר יתכן שבסריקה ידווחו איכונים של מטרות , FP ישנה הסתברות להתראות שווא .1

חוד של כמה מטרות קרובות התראות שווא אלו יכולות לנבוע מאי. שלא באמת קיימות

 .'הפרעות וכו, החזרים מעצמים נייחים כגון סלעים ובניינים, ביחד

 :מצבים/שלבים 3-מורכב מ מסלולמחזור חיי ה

  חדש מסלולהוא פותח  מסלולאם מתגלה איכון שלא משתייך לשום . Initiatedמאותחל  .2

תראת שווא התבסס על זה יכול להיות שגוי בגלל שהוא ה מסלולאומנם . מאותחלבמצב  

 .או שגיאת השיוך

Track Maintenance 

(Init, Confirm and 

Delete) 

 

Gating 

 Computations 

 

 

Filtering and Prediction 

 

Sensor Data Processing 

and Measurement  

generation 

Observation to Track 

Association 

 

Sensor Data Processing 

and Measurement  

generation 

Observation to Track 

Association 
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מאותחל התעדכן אז הוא עובר  מסלולאם במשך כמה סריקות .  Confirmed מאושר .1

כדי  מסלוללאחר פתיחת ה 4עדכונים מתוך  3 -להשתמש ב עמצי [B2003] .מאושרלמצב 

אז , FPתראת שווא היא הרעיון אומר שאם הסתברות ה. מאושרלהעביר אותו למצב ה

)(3התראות שווא היא  3ההסתברות לקבל  ,בהנחה שסריקות הן בלתי תלויות FP , מה

אם הסתברות של שגיאה היא , דוגמאל. שמקטין מאוד את ההסתברות של הופעתן ברצף

1.0FP , 1.112שגוי היא  מסלולאז ההסתברות של יצירת. 

המטרה לא נצפתה אז היא כנראה  במשך כמה סריקות רציפותאם . Deleted נמחק .3

סריקות רציפות   7עד  4-להשתמש ב עמצי[B2003] . חישניםנמצאת מחוץ לאזור גילוי ה

תלות בין -על אי הרעיון שוב מתבסס. נמחקכדי להעביר אותו למצב ה מסלולללא עדכון ה

ואז  TP1גילוי היא -אז הסתברות של אי ,TPאם הסתברות הגילוי היא . הסריקות

)1(4סריקות היא  4הסתברות חוסר גילוי מטרה קיימת במשך  TP .אם , דוגמאל

6.0TPההסתברות . קיימת תיסגררה טהסתברות שמהניתן  לחשב לפי הנוסחה את  אז

ככל . סריקות 7 -אם משתמשים ב 1.1126-ול, סריקות 4 -משים באם משת 1.1156-שווה ל

 .מסלולסתברות למחיקה השגויה של ההכך תקטן גם ה, שהסתברות הגילוי תגדל

כגון  ,(conflicts)ות יחסית קרוב אחת לשנייה יכולות להתעורר סתירות כאשר המטרות נמצא

ה אחת יכולה להיות מתאימה לכמה או מדיד, מסלולי מדידות יכולות להיות מתאימות לאותו תש

 .יםמסלול

 :דוגמאל
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 .לסתירה בין המדידות דוגמא :26איור 

 :מצב הבאהמתואר  [B2003] -שנלקח מזה ור באי

עבור כל אחד מהם חושבו פרדיקציות . יםמסלולבשלב לפני הסריקה הנוכחית קיימים שני 

. מסלולשל ה שערמהפרדיקציות הוא האחת המעגל מסביב לכל . 2P -ו1Pלקראת סריקה נוכחית 

-מהאיור ניתן לראות ש. -ו 1O,2O: סריקה הנוכחית התקבלו שלוש מדידותהבעקבות 

1O1 -כולה להתאים אך ורק ליP .2ומת זאת עלO 1-יכולות להתאים גם ל -וP 2וגםP .ולכן 

 .MTT -מתאר שתי שיטות מקובלות בעולם ה [B2003]. משמעי-חד אינוהשיוך 

2. NN – Nearest Neighbor: מסלולעבור כל פרדיקציה של פשים בשיטה זו מח iP את

 השערההכלומר נבחרת , מינימלימרחק בין מרכיבי הזוג הנבחר יהיה הכך ש, המדידה 

 :אבל  סובלת ממספר חסרונות ,גישה זו אינטואיטיבית וקלה למימוש. ביותר סבירהה

a. ישתנו גם השיוכים ,יתכן שאם הסדר ישתנה. יא תלויה בסדר בחירת הזוגותה. 

b. אסיבוכיות החישוב היMxN   כאשרM ו, יםמסלולא כמות היה- N א כמות יה

במיוחד אם זה  ,א פעולה לא כל כך זולהוחישוב המרחק ה. המדידות בסריקה

שמוגדר   Mahalanobisמרחק סטטיסטי כגון מרחק 

xכאשר, 
y-ו

הן 

 .בהתאמה y -ו xת שונות של ומטריצ

1. JPDA- Joint Probabilistic Data Association .השערהבמקום למצוא את ה ,בשיטה זו 

נמצאות השל כל המדידות משוקלל בעזרת סכום  מסלולמעדכנים את ה ,ביותר טובהה

 2Oלמשל , יםמסלוללכן יתכן שמדידה מסוימת תתרום לעדכון של כמה   .שערבטווח של 

בפני התראות שווא אבל  יותר גישה זו עמידה .2P של וגם1Pישתתפו בעדכון גם של  -ו

כלומר אם יש שתי מטרות שנעות בנתיבים , (coalescence)" התקבצות"סובלת מבעית 

 .מקביליים קרובים יתכן שיאוחדו ביחד

י אלגוריתם איטרטיבי "נותנת פתרון לעקיבה אחרי מספר מטרות ע MTTשיטת , לסיכום

באיכות  ,מאוד תלויים מצד אחד MTTהביצועים של . Kalman Filterמבוסס על עוקב מסוג ה
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 ,מצד שני. תראות שווא קטנהה והסתברות של, ילוי גבוההשמתבטאת בהסתברות ג, חישניםה

אובדן , כך עולה הסיכוי לשיוך שגוי ,ככל שהזירה עמוסה. הביצועים תלויים גם בזירה עצמה

 .ים ובסופו של דבר הצגה של תמונת מצב שגויהמסלול

 Multi Hypothesis Trackingהפתרון מסוג  1.1

 MHT (Multiהיא שיטת  MTTתרון בעיית אחת הטכניקות שמתפתחת בשנים האחרונות לפ

Hypothesis Tracking).  המגבלה העיקרית של : דבר הבאאת ההרעיון העיקרי של שיטה זו אומר

יש , ראינוכפי ש. אי אפשר לחזור ולתקןשגוי השיטות שתוארו קודם היא שבמקרה של שיוך 

בהחלטה בודדת יכולה לכן טעות , תראות שווא וגם טעיות באיכוןאפשרות לא מבוטלת של ה

מחליטים סופית  ,שתתואר בהמשך הפרק, MHT בשיטת. לגרום לשגיאה מצטברת בכל התמונה

 .[B2003]רק כאשר יש מספיק מידע כדי לקבל החלטה כזו מסלולעל השיוך של המדידה ל

[R1979]  לראשונה את האלגוריתם שמבוסס על עבודות קודמות שטיפלו במעקב לאחר מתאר

 . clutter  [SS1971]בסביבה של הפרעות מטרה בודדת

 

 .MHT תאור של מחזור תהליך של :98איור 

, מסלולמדידה להשיוך של  השערותמספר  במקביל בשיטה זו מנהלים. [B2003] -נלקח מ 31איור 

 .היהשערות אלו הן בלתי תלויות אחת בשניכלומר 

ההשוואות . במערכת הקיימים השערותים ומסלולושוות לבשלב הראשון המדידות שמתקבלות מ

 . לשעריםיחסית  נעשות

 . ים חדשים על בסיס המדידות שהתקבלומסלולו השערות יםבשלב הבא נוצר

 .לא תקפיםהים מסלולואת ה השערותלאחר מכן מנסים למחוק את ה

 .כהכנה למחזור הבא השערותכל ה בשלב האחרון משערכים פרדיקציות עבור

 .כדי להמחיש את הנושא 12מש באיור נשת

עבור כל אחד מהם חושבו . 2T -ו 1T יםמסלולבשלב לפני הסריקה הנוכחית קיימים שני , כאמור

: חית התקבלו שלוש מדידותסריקה הנוכהבעקבות . 2P -ו1Pפרדיקציות לקראת סריקה נוכחית 

1O,2O 1-מהאיור ניתן לראות ש.  -וO1 -יכולה להתאים אך ורק לP .2 ,זאת לעומתO ו-  

יתכן שהמדידות מתארות את : מספר אפשרויות ןישנ. 2P -ל וגם1P-לות להתאים גם ליכו

ויתכן שחלקן קיימות וחלקן  ,או שכל שלוש המדידות מתארות מטרות חדשות, המטרות הקיימות

 .חדשות



 
 עקיבה אחר מטרות מוטסות בעזרת מבני נתונים מרחביים                                                    (11222)עבודה מסכמת במדעי המחשב 

 

11 

 

),(אפשרי מסלול נגדיר 113 OTT  ,3, כלומרT  1מתקבל מעדכון שלT 1בעזרתO.  בצורה דומה

)(נגדיר  2,24 OTT  ו-)( 3,25 OTT  .1נגיד , כמו כןNT,2NT3-וNT ם כתוצאה ים חדשימסלול

 :אפשריות השערות 21לבנות  ניתן. תאמההב  -ו 1O,2Oהמדידות מ

2533

3432

321211

,,:

,,:

,,,,:

NTTTH

NTTTH

NTNTNTTTH

 

 1Oהמדידה  2H השערהזאת ב לעומת, ים חדשיםמסלולכל המדידות החדשות יצרו 1H השערהב

ים מוגדרים מסלולה. 3NTחדש  מסלוליצרה  ומדידה האחרונה  2T-ל 1T ,2O-התחברה ל

הם  2T -ו 1Tים מסלולה ,לדוגמא .להם מדידות משותפות אם אין (compatible)מתאימים להיות 

 השערהבכל  .בסך הכול מדידה אחת משותפת תייצרנהי מטרות תברור שלא יתכן שש .מתאימים

מציע שיטה לחישוב הציון שיותר קלה  [B2003]. ציון שמתאר את טיבו יש מסלולעבור כל 

ומגדירה  מתבססת על כלל בייס [B2003]השיטה של . [R1979]י "מזו שהוצגה במקור ע חישובית

 (likelihood ratio) LRאת 

(76)     
F

T

P

P

HPHDp

HPHDp
LR




)()|(

)()|(

000

101 

 TPבצורה נכונה והסתברותה היא  מסלולשהמדידה התחברה ל השערההיא ה1H השערהה

 .FPהיא שהמדידה התחברה בטעות והסתברותה היא 0H השערהוה

)|( 1HDp  מדידה לקבל הסתברות של ההיא פונקצית צפיפותD 1 השערהבהינתן שהH נכונה .

)|(, בצורה דומה 0HDp  מדידה ההסתברות לקבל  שלהיא פונקצית צפיפותD  בהינתן

 .נכונה 0H השערהשה

 נגדיר גם

(77)      ]ln[
F

T

P

P
LLR  

 :ניתן בקלות לחשב הסתברות שהמדידה התחברה נכון בצורה הבאה

(78)     

LLR

LLR

T

LLR

T

T

F

T
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e
P

e
P

P

P

P









1

1
 

 .ים הקיימיםמסלולהשמאפשר להשוות את טיב  מסלולהוא בעצם הציון של ה LLRהערך 

[B2003] מסלולמציעה שיטה רקורסיבית לחישוב ציון ה )(kLבצורה הבאה: 
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DP̂הסתברות הצפויה של גילוי המטרה בסריקה הנוכחיתה 

)(kLU תוספת אמינות. 

 

יהיה שלילי ויקטין את הערך  kL)(אז  ,במקרה שמטרה לא מתגלית בסריקה, כדאי לשים לב

 .kL)( מסלולהכללי של ה

 משתמשים באיגוד ,כיתיורה מערצים שגדלים במסלולוה השערותהעל מנת להקטין את כמות 

(clustering) , יםמסלולומיזוג של ה השערותים ומסלולמחיקה של. 

. הרעיון של האיגוד הוא להפריד בעיה לתת בעיות בלתי תלויות וכך להקטין את הסיבוכיות 

mkNהרעיון אומר שאם  *ופונקציהf    היא פונקציה כבדה חישובית)*()(* mkfmfk . 

[B2003] אפילו , ים שיש להם מדידות משותפותמסלולמציע לקבץ לתוך אגד אחד את כל ה

אם אין להם מדידות משותפות הם יכולים להתנהל במקביל בצורה (. טרנזיטיבית)בצורה עקיפה 

 .MTT-בשיטת ה NNבלתי תלויה כמו בפתרון 

מציג את השיטה שנקראת  [R1979]. השערותים ומסלוללמחיקת ה ישנם מספר אלגוריתמים

Multiple-Scan. 

שאומנם כאשר מתקבלת הסריקה אין מספיק נתונים כדי  ,של השיטה הזו אומר הרעיון העיקרי

אבל כעבור כמה סריקות אפשר להחליט בצורה , הוא טוב מסלוללקבוע האם השיוך בין מדידה ל

סריקות  Nלא נכונה תתקיים למשך  השערהההסתברות שה, אינטואיטיבית. הרבה יותר טובה

N -שווה ל

FP  השערההזאת ההסתברות ש לעומת. בגלל ההנחה שהסריקות הן בלתי תלויות, )(

Nהנכונה לא תתקיים היא 

DP )ˆ1(  ,כלומר שהמטרה האמיתית אף פעם לא התגלתה . 

 :אפשר לתאר את האלגוריתם בציר הזמן בצורה הבאה

 

 

 

 .Multiple Scanתאור האלגוריתם  :91איור 

עבור כל זוג  השערות ותבכל סריקה נבנ. 6tעד  0t-סריקות שמתקבלות מ ותמתואר 32באיור 

. במקרה זה מחליטים לגבי השיוכים שנעשו בעבר, מחזורים Nכעבור . מסלולאפשרי של מדידה ו

 טובה מסלולים ובוחרים את המסלולמחשבים את הציונים של כל ה אחרי כל השיוכים 3tבנקודה 

וכן  1tמוחקים את  4t-ל ב"כנ. 0tולפי זה מוחקים את השיוכים הלא נכונים שנעשו בשלב  ביותר

 .הלאה

Scan 

 

0t 

 

1t 

 

2t 

 

3t 

 

4t 

 

5t 

 

6t 

 

0t 

 

1t 

 

2t 

 

3t 
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 .Multiple Scan  [B2003] יתםאלגורהתאור  :92איור 

 .N=2כאן משתמשים בגודל החלון . [B2003] -שנלקח מ 31 ניתן לראות את התהליך הזה באיור

. 2 מסלולקיים  k-3סריקה תחילת ב. F1ונראה את העץ  של האיור ינתמקד תחילה בחלק השמאל

לקיים רק את או להמשיך : השערותבמחזור הבא מתקבלת מדידה רלוונטית אחת לכן יש שתי 

בצורה הבאה במחזור . 1חדש בנוסף  מסלולכי המדידה מתחברת אליו או לפתוח  2 מסלולה

ים מסלולים קיימים וגם ניתן לפתוח עוד שני מסלולשני : אפשרויות 4סריקה הבא יש כבר 

בשלב זה צריך לקבל את החלטה לגבי השיוכים שנעשו . אופציות 5מתקבלות  kבמחזור . נוספים

 יש ציון טוב 1 מסלולנניח של. kמחזורים לפני המחזור הנוכחי  Nכלומר שנעשו , k-Nבשלב 

לכן מוחקים את , הוא שגוי k-1ברמה של  2הוא  ששורשושל זה היא שתת עץ  משמעותה. ביותר

. 2לא מוחקים את  ,הוא הכי חזק 1-שלמרות ש, חשוב לציין. צמתים 5עץ שמכיל -כל התת

בצד ימין של הציור אפשר לראות עץ . k+2קבלת נתוני סריקה של  תבוא לאחר 2ההחלטה לגבי 

להתחבר  הה יכולתישלא הי תאחר( אגד)עץ זה בעצם הוא משפחה . שמתקיים במקביל F2נוסף 

של העץ נבנות בצורה בלתי  השערותה. שערכנראה בגלל שהם נמצאים מחוץ ל ,F1לצמתים של 

אם : מעניין לציין נקודה נוספת .הסיבוכיותומקל על  השערותתלויה מה שמקטין את כמות ה

N=0   אז מקבלים את האלגוריתם שלNN בMTT , כלומר המדידה שמתקבלת מיד מתחברת

 .הקרוב ביותר מסלולל
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 .[B2003]   גלובליות השערותתאור של  :99איור 

[B2003] -שנלקח מ 33 ניתן לראות באיור בדרך . הגלובליות למשפחות תהשערואת הקשר בין ה 

 השערהיש לדווח למשתמש את ה: זאת יכול להיות נוח לדווח את מצב התמונה הנוכחית

.ביותר גבוהההגלובלית בעלת ציון   

 
 .חדש מסלוללאתחול  דוגמא  :94איור 
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ת תוצאות מציגים א ,[R1979]שהובאה מתוך  ,זו דוגמאב. [R1979] -נלקח מ 34איור 

ˆ9.0הסימולציה כאשר  DP1.0 -וFP . באיור ניתן לראות את חישוב ההסתברויות והמסקנה

מתאר  [SBC1999]. מאותחל מסלולהמטרה אכן קיימת לכן הסריקות ש 5שמתקבלת לאחר 

 .MHTת את האלגוריתם פורמליורה צב

. מאוד כבדים מבחינה חישובית ,בפרט MHT -בכלל ו MTTהאלגוריתמים  ,כפי שניתן לראות

מדידות לא של כלומר פסילה , Gatingיעל משמעותית הוא מנגנון יהגורם שיכול להשפיע ול

רק לאחת המדידות שנמצאות בטווח שאליו מסוגלת להגיע  מסלולרלוונטיות וביצוע שיוך בין 

למדידה שכולל בתוכו  מסלולבין ה יממד-רבהא בעצם חישוב המרחק יה Gatingבדיקת . המטרה

הבעיה מתחילה להיות . ים לא פשוטים וגם עשוי לבצע היפוכי מטריצותחשבוניגם חישובים 

 MxNבשיטה הנאיבית יש לבצע . (clutter)קריטית במיוחד באזורים שיש בהם הרבה הפרעות 

שכולל גם את  מות המדידות בסריקההיא כ N -ו, יםמסלולא כמות היה Mחישובי המרחק כאשר 

 ,גדלה בצורה מעריכית השערותכמות ה ,MHTבמקרה של . שווא שנובעות מההפרעותהתראות ה

 .שונותהלכן יש חשיבות רבה להפריד ביעילות בין המשפחות 

ר את כמות שאפהמהאמור לעיל עולה הצורך לבנות מבנה נתונים יעיל שיאפשר לצמצם במידת 

 .ת נושא החיפוש ומבני הנתונים שאפשר להשתמש בהםפרק הבא יתאר אה. נדרשיםההחישובים 
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 מבני נתונים מרחביים 6

 תפורמליההגדרה ה 1.4

נדרש למצוא את המסלול  ,דוגמאל .בתהליך העקיבה עולות הרבה בעיות שדורשות פתרון יעיל

את כל המטרות למצוא  הצורך להתעורר היא עשויהבעיה נוספת ש. למדידה ביותר הקרוב

למצוא באיזה אזור נמצאת מטרה נדרש , לעיתים הבעיה היא הפוכה. םינמצאות במרחב מסוה

ניתן להגיד בהכללה שיש צורך לטפל בבעיות . ימת על מנת להחליט מה הוא אופן הטיפול בהמסו

ת החיפוש באופן פורמלי וניתן מספר דוגמאות יבפרק זה נתאר את בעי. מימדי-החיפוש במרחב רב

 .לפתרון של חלק מן הבעיות

. [CLR1990]  ותדינמיקבוצות פעולת החיפוש היא אחת הפעולות שמופעלות על  ,ן כלליבאופ

 : תדינמיניתן להגדיר שתי משפחות של פעולות שמופעלות על קבוצה 

 הכנסהכגון פעולת , שמשנות את הקבוצה – (modifying operations)פעולות עדכון  .2

(Insert)  מחיקהו (Delete). 

 חיפוש  למשל, פעולות שמביאות מידע על הקבוצה מבלי לשנותה – (queries)שאילתות  .1

(Search)  ,לקבוצות בעלות סדר מלא וכו מקסימום ,מינימום'. 

 ,kוערך מפתח  Sצה בהינתן קבו ,שאילתה: מוגדרת בצורה הבאה Search (S,k)  חיפושהפעולת 

אם לא קיים איבר  nilה מחזיר ,חלופיןאו ל,  key[x] = k -ש, כך S -לאיבר ב xמחזירה מצביע 

 .כזה

[AE1997]   בצורה הבאהבתחום מגדיר את בעיית חיפוש: 

היא  R -כמו כן נניח ש(. יםממד dבעל )dבמרחב נקודות  n בתת דינמיקבוצה  היא S-ש נניח 

קראו תחומים יי dשל  קבוצות-תתהכלומר , Rהאיברים של . dקבוצות של-משפחה של תת

(ranges) . המטרה היא  לבצע עיבוד מקדים עלS  עבור תחוםשכךR לספור ולדווח יהיה ניתן

ה יגאומטרב . -מות לישמתא Sכלומר את הנקודות של ,S של ביעילות את הנקודות

ייקח זמן  שאילתההפתרון הנאיבי של . 'מרחב וכו-תת, כדור, מלבן, יכול להיות קטעהתחום 

אם נדרש , אומנם.  -ולבדוק עבור כל אחד האם הוא שייך ל Sיש לעבור על כל אברי : לינארי

יש  .מספיק מתחיל להיות לאהריצה הלינארי עבור כל שאילתה זמן  ,ותבר לעשות שאילתות

  .לינארימ בזמן מהיר יותר הרצה ,שאילתהלבנות מבנה נתונים שיאפשר לבצע 

[AE1997]  תחוםמביא מספר דוגמאות לשאילתות: 

 שאילתההבתחום או לדווח את כל הנקודות שנמצאות /לספור ו. 

 כלומר לבדוק האם , קיום שאילתתS 

 שיש לה תכונה בתחום ר נקודה אם רוצים לבחו ,כלומר, שאילתות אופטימיזציה

 .הגדולה ביותר1x תקואורדינטבעלת  בתחום למשל למצוא נקודה , מתמסוי
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SS_קבוצה הינה _Sבמרחב  (+,_S) חלופית חבורה למחצה  ._Sנניח קיים מרחב   שמוגדרת

:___עליה פעולה SSS   האיברים עבור כלש כך  Syx ,  שמתקיים- x+y=y+x.  כמו

)(_יוגדרSpעבור כל נקודה , כן Spw  עתה את נגדיר. המשקל של הנקודהקרא ייש 

SSpwSw :של קבוצה בצורה הבאה המשקל
Sp

 
',)()'(

'
-תתהשל  המשקלכלומר , 

כעת נגדיר בצורה פורמלית את  .אותה ותמרכיבהשל הנקודות  המשקלים "כוםס"הוא  S'קבוצה 

) :w פתרון השאילתה על תחום S  משקלו של פתרון השאילתה יהיה, כלומר, (

היא לספור את כמות הנקודות  השאילתה תמטראם  . γ צתהמקורית לקבו Sהחיתוך בין קבוצת 

  +שלמים ופעולת ה מספריםהקבוצת את מייצג  ℤכאשר  (+,ℤ)חבורה למחצה נגדיר  , γ תחוםב

 2יתווסף  γ-עבור כל נקודה שמתאימה ל. w(p)=1ניתן משקל  p  לכל .רגילההחיבור ההיא פעולת 

)(-ל Sw ,תחוםפית תהיה כמות הנקודות שנמצאות בלכן התוצאה הסו γ. 

})1,0,{(עבור שאילתת קיום נגדיר חבורה למחצה  ,  2וניתן לכל אחת מהנקודות משקל. 

)(התוצאה של  Sw תהיהOR תחוםים שיתקבלו מהנקודות שנמצאות ב-2-לוגי של כל ה γ .

 .2אחרת , 1אם אין נקודות בכלל יתקבל 

)2,(נגדיר חבורה למחצה  תחוםהנקודות ב על עבור שאילתת דיווח S, ומשקלה של כל נקודה

)(התוצאה של . w(p)=pתהיה  Swתחוםתהיה איחוד כל הנקודות שנמצאות מתאימות ל γ. 

 ומשקלה של כל נקודה תהיה, max),(עבור שאילתת האופטימיזציה נגדיר חבורה למחצה

w(p)= )(1 px . התוצאה של)( Sw1תקואורדינטשל  מקסימליתהיה הערך הx של הנקודות

  .γ תחוםשיתאימו ל

היא קבוצת  S -נניח ש :בצורה הבאה גאומטריניתן להגדיר באופן כללי את בעיית החיפוש ה

, חלופיתהיא חבורה למחצה  (+,_S), ('תת מישורים וכו ,נקודות)d-ים בעצמה

_: SSw היא פונקצית המשקל ,R   והתחומים היא קבוצת- RS  מרחבי ההוא היחס

היא לחשב את  שאילתהבמקרה כזה מטרת ה. תחומיםלהעצמים בין  p
pw במקרה של . )(

  . גאומטריהתחום חיפוש 

 :פרמטרים 3-ביצועים של מבנה הנתונים נמדדים בה

 :זמן זה מורכב משני מרכיבים. שאילתהזמן שעולה לבצע את הה  – שאילתהזמן ה .2

a.  שתלוי בכמות האיברים  תחוםחיפוש של האיברים שמתאימים ל –זמן החיפושn 

 .d ממדהו

b.  כל על יתכן שיש לדווח  ביותר במקרה הקשה  –דיווח הזמןS . זמן במקרה זה

 .למרות שהחיפוש היה יעיל, לינארי שאילתהריצת ה

 .שאילתהגודל מבנה הנתונים שנבנה כדי ליעל את ה –גודל ה .1

 .זמן של עיבוד מקדים שבמהלכו נבנה מבנה הנתונים –זמן הבנייה  .3
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 בתחום הכפי שתוארה לעיל כשאילת Search(S,k)שאילתת החיפוש ניתן לראות את  ,לדוגמא

בצורה סדרתית  Sקבוצה הפשוט לסרוק את כל איברי  – O(n)זמן החיפוש הנאיבי יהיה . מנוונת

-red)שחור -מציע שימוש בעץ אדום key[x] = k .[CLR1990]עד שאחד האיברים יקיים את 

black tree) הוא  שאילתהשזמן ביצוע הO(log n) , מחיקה של הגם זמן והכנסה הכאשר זמן

 .O(n)גודלו של העץ הוא  ;O(log n) הואאיבר 

 
 .שחור-לעץ אדום דוגמא :93איור 

 

 תזמן בניי. 80%93black_treehttp://en.wikipedia.org/wiki/Red%E2% -נלקח מ 35איור 

 .O(n*log n)הינו העץ 

 ?מתי עדיף להשקיע זמן בעיבוד מקדים יחסית לסריקה הנאיבית. שאילתות kיש לבצע שנניח 

 .O(k*n)חיפושים יהיה  kבסריקה הרגילה העלות של 

 kבנית עץ פעם אחת וביצוע : במקרה של בניית עץ אדום שחור העלות תהיה מורכבת משני חלקים

 .O(n*log n + k*log n)לכן העלות תהיה  ,שאילתות 

 שוויון-האי נפתור את

(80)     

nn

nn
k

nknknn

log

log*

*log*log*






 

הוא קטן  nאם . שאילתות לבצע log nגדול  הפעולה מתחילה להיות יעילה אם יש לפחות   nעבור 

מדובר שניתן להזניח רק כאשר הנוסחה לא תהיה נכונה בגלל המקדמים של  (80) ,מאוד

 .במספרים גדולים

 [C1995] בהינתן כמות  כלליבמבנה ה בתחומיםחיפוש הצועי יבעבודתו מנתח את החסמים של ב

אז ניתן להגיע  ,המרחב ממדהוא  d -ו כמות הנקודותהיא  n -אם נגדיר ש .mכרון ימוגבלת של הז

 :הבאות לחסמים הבאיםלתוצאות 

http://en.wikipedia.org/wiki/Red%E2%80%93black_tree


 
 עקיבה אחר מטרות מוטסות בעזרת מבני נתונים מרחביים                                                    (11222)עבודה מסכמת במדעי המחשב 

 

11 

 

 חסם פעולה

 גודל מבנה הנתונים 1)(log( dnnm 

2log(/(log/((1 שאילתהזמן ביצוע  dnmn 

)loglog/(log(( שאילתות n -הכנסות ו nזמן ביצוע  dnnn 

 .על חשבון גודל המבנה ולהיפך שאילתהבעצם ניתן לראות שניתן לשפר את זמן ה

[AE1997] מתאר את החסמים עבור שאילתות על המישור (d=2)  כאשרk ודות היא כמות הנק

 .שוב מדובר על מבנה הכללי .שאילתהשעונות על ה

 שאילתהזמן ה גודל שאילתהסוג 

 n nlog ספירת הנקודות 

n )/2(loglog דיווח הנקודות knkn  

nn loglog )/4log(loglog knkn 

nn 2log knlog 

 n knlog שאילתת קיום

 .[AHU1974] -כפי שתוארה ב RAM משתמש במודל החישובי של [AE1997]-יש לציין ש

תן לעשות ני. סיביותשל  log nאורך מחזיקים מספרים שלמים בעלי RAM בשיטה זו תאי זיכרון 

 .ות פשוטות בזמן קבועחשבוניעל המספרים פעולות 
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 יםנתונים מרחבי יפעולות על מבנ 1.4

 [GG1997]  נתוניםמספר דרישות ממבנה נתונים מרחבי ומהיישומים שעובדים עם מבנה  מתאר 

 :כזה

 .ולא רק בפעולה אחת שאילתה, מחיקה, יש לתמוך במספר פעולות כגון הכנסה .2

 שאילתהזמן ביצוע של )ובזמן ( ןהזיכרוניצול )ך להיות יעיל במרחב נתונים צריהמבנה    .1

 .(והכנסה

 .אחסוןבחלק מהמקרים יש צורך לתמוך באמצעי זיכרון משני כגון מדיה של  .3

 :הנתוניםמבני ניתן להבחין בין שתי משפחות של 

2. PAM - (Point Access Methods)  מבנה נתונים שמחזיק נקודות וניתן לבצע עליהם

 .לות חיפוש מרחביפעו

1. SAM – (Spatial Access Methods)  כגון , יותרמורכבות מבנה נתונים שמחזיק ישויות

 .'אליפסות וכו ,מצולעים, קווים

 :שליפה מהמבנה המרחבי מתבצע בצורה הבאההתהליך 

 
 .תהליך השליפה ממבנה נתונים מרחבי :99איור 

 .  [GG1997] -נלקח מ 36איור 

 .מרחביתשאילתה מתקבלת  .2

מתבצע חיפוש מרחבי בעזרת האינדקסים שמוגדרים במבנה הנתונים ומתקבלת קבוצה  .1

 .של תוצאות אפשריות

 .שאילתהאזור השל ( צורהה)ענים את המבנה המרחבי טו .3

 .שאילתהכדי לוודא שהם מתאימים לצורה של ה 1בודקים את כל המועמדים משלב  .4

 .נפסלים וכל השאר עוברים כתשובה המועמדים שלא מתאימים .5

[GG1997] מביא מספר דוגמאות לשאילתות מרחביות: 
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  (1)     (2)    (3) 

 

 

  (4)     (5)    (6) 

 . דוגמאות של שאילתות מרחביות :97איור 

 .[GG1997] -נלקח מ 37איור 

בעלי  oהעצמים יש למצוא את כל dEpבהינתן נקודה . (point query)שאילתת נקודה  (2)

dEGo (spatial extent) צורה '.  שכוללים את הנקודהp.   להגדיר את הבעיה ניתן

)(יש  למצוא  את : בצורה הבאה pPQ ,כך ש- }.|{)( pGopopPQ .  

 תיממד-dיבה תבהינתן . (window query)חלון  תשאילת  (1)

],[...],[],[ 2211 dd

d ulululI   יש למצוא את כל העצמים שלפחות אחת הנקודות

)(}|.0{תפורמליאו בצורה  ,dIשלהם משותפת עם   GoIoIWQ dd. 

בעל צורה  o'עצם  בהינתן. (intersection/region/overlap query)שאילתת חפיפה  (3)

dEGo '.  בעלי לפחות נקודה אחת משותפת עם העצמים יש למצוא את כל'o , או

)'(}|'.{ת פורמליבצורה  GoGoooIQ . 

dEGoבעל צורה  o'עצם בהינתן . (enclosure query)שאילתת הקפה  (4) '.  יש למצוא

ת פורמליאו בצורה ה o'שמקיפים את צמים העאת כל 

}'..'.|{)'( GoGoGoooEQ 
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dEGoבעל צורה  o'עצם בהינתן . (containment query)שאילתת הכלה  (5) '.  יש למצוא

ת פורמליאו בצורה ה o'שמקיפים את העצמים את כל 

}..'.|{)'( GoGoGoooCQ 
 

dEGoבעל צורה  o'עצם בהינתן . (adjacency query)שאילתת שכנות  (6) '.  יש למצוא

, .Goהוא הפנים של Go.0אם, תפורמליאו בצורה ה o' -שכנים להעצמים את כל 

)'(}|.'.0.'.0{אזי 00  GoGoandGoGoooAQ. 

 דוגמאות למבני נתונים לחיפוש 1.4

 (d =1)  יממד-מרחב חד 6.3.4

 PAMפעולות  

 מדויק לפי מפתחההעצם מציאת 

לפעמים בקר אוויר שעוקב אחר תנועת מטוסים נדרש למצוא פרטים אודות מטוס מסוים שנמצא 

להיות  אות קריאה של מטוס שאמורהאחת הדוגמאות לזיהוי היא . במרחב שלו על פי נתוני זיהוי

 . מימדי על פי מפתח-נדרש לבצע חיפוש במרחב חד, בעצם. ערכית-חד חד

 בינריעץ 

ים הם בינריבאופן כללי עצי חיפוש  .(RB-tree)שחור -אדום חיפוש עץ: פתרון לבעיה זו הוצג לעיל

 :[CLR1990] הבאות ותתכונהמבני נתונים היררכיים בעלי 

 .ל היותר שני בניםלכל צומת יש לכ .2

, key[y]<key[x]אז  ,xעץ השמאלי של -א צומת בתתוה y -א צומת בעץ ווה xאם  .1

 .key[y]>key[x]אז , xעץ הימני של -א צומת בתתוה yזאת אם  לעומת

סקירה של הצמתים בצורה ממוינת בעזרת אלגוריתם רקורסיבי לבצע אוסף תכונות זה מאפשר 

. מבנה נתונים מסוג זה מחזיק את כל הנתונים בצורה ממוינת, צםבע. (inorder tree walk)פשוט 

המגבלה . איבריםהעל המיון של כל שומר העץ  ,מבנה הנתוניםניסים או מוציאים איבר מאם מכ

על  ותמיד מתחילים מהשורש וכדי להגיע לצומת כלשה: של מבנה נתונים זה היא ההיררכיות שלו

  .בור על כל המסלול בעץ מהשורש עד הצומת הנדרשנדרש לע ,את הפעולות ולבצע עלי מנת
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 .בינרילעץ  דוגמא :90איור 

 -נלקח מ 38איור 

/cpsc331/W12/tutorials/tutorial10.htmlhttp://pages.cpsc.ucalgary.ca/~jacobs/Courses 

במקרה של האיור העץ יהיה , משורשרת השהוא בעצם רשימ בינרייתכן עץ  ,ביותר גרועהבמקרה 

היה י (במקרה זה j) ןבמקרה כזה זמן ההגעה לצומת אחרו. (a,b,d,g,h,j)מורכב מהצמתים 

)(nOnc  היה י ושההגעה לצומת כלהוגם התוחלת של זמן)(
2

nO
nc



על מנת שהעץ ! 

של עצים -תתהההבדל בגובה בין שני  ,לכל צומת ,כלומר :יהיה יעיל הוא צריך להיות מאוזן

 .2למשל  ,עלה על כמות מודגרתיהצומת לא 

 
 .לעץ מאוזן דוגמא :96איור 

http://pages.cpsc.ucalgary.ca/~jacobs/Courses/cpsc331/W12/tutorials/tutorial10.html
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הוא  RBעץ  .http://en.wikipedia.org/wiki/Red%E2%80%93black_tree -נלקח מ 32איור 

 :[CLR1990]תכונות הבאות הבעל  בינריעץ חיפוש 

 .(שחוראו  אדום)צבע שדה לכל צומת יש  .2

  .(מצביע ריק) nil כל עלה הוא שחור וערכו הוא  .1

 .ם שחוריםיש שני בני םלכל צומת אדו .3

אותה  נמצאת לכל עלה צאצא שלו זה בין צומת  מסלול פשוטבכל , לכל צומת נתון .4

 .כמות של צמתים שחורים

 :תוצאות הבאותהאלו נובעות ה מהתכונות

1log(2(לכל היותר הוא גובה העץ  ,צמתים nאם בעץ יש  .2 n. 

 .מאוזןכמעט הוא  RBעץ  .1

 :[CLR1990] עץ הםכפי שצוין קודם הביצועים של ה

 עלות פעולה

 n גודל מבנה הנתונים

 שאילתהזמן ביצוע  nO log 

 איבר בודדשל  מחיקה/זמן ביצוע הכנסה nO log 

 זמן בנייה של המבנה כולו  nnO log 

 טבלת גיבוב

אז אפשר  ,הפוטנציאלייםהעצמים ש לטפל בהם קטן יחסית לכל שנדרהעצמים אם מספר 

בעזרת פונקציה  שלו כתובתה חשבים אתוגם מ רשומהמקצים עצם לכל . להשתמש בשיטה זו

שוב מחשבים את לעצם כאשר רוצים לגשת  .h (key[x])העצם מקרית על המפתח של -פסידו

 .העצםוניגשים אל  רשומהכתובת ה

 
 .גיבובלשימוש ב דוגמא :48איור 

 .[CLR1990] -נלקח מ 41איור 

http://en.wikipedia.org/wiki/Red%E2%80%93black_tree
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הוא קטן יחסית לכמות  ותרשומ m -לשמור ב האיברים שיש שיטה זו יעילה מאוד כאשר כמות

. התנגשותתחול אז , m -יותר מ גדולה ברור שאם כמות האיברים. nנציאליים האיברים הפוט

בעלי אותה כתובת האיברים ות למשל לשמור את כל מספר טכניקות להתמודד עם ההתנגש קיים

 .ברשימה משורשרת

 

 .[CLR1990]גיבובלהתמודדות עם ההתנגשויות ב דוגמא :41איור 

 [CLR1990] -נלקח מ 42איור 

 .הנדרש עצםהבעיה היא שיש לעבור בצורה סדרתית על כל הרשימה על מנת להגיע ל

 :[CLR1990] הם גיבובטבלת ה שלהביצועים 

 עלות פעולה

 m גודל מבנה הנתונים

)1( שאילתהזמן ביצוע   

)1( מחיקה/זמן ביצוע הכנסה  

)1( זמן בנייה של המבנה כולו  m 

 

mnכאשר /הוא גורם העומס (load factor) . הפעולות באה על אפשר בקלות לראות שיעילות

nmנקודת האיזון היא . מקוםהלות ייעחשבון   , במקרה כזה גם הגודל יהיה)( n  וגם

)(הפעולה תיקח  n . בהינתן פונקציהh על המבנה של עץ עדיף  גיבובברור שמבנה של  ,יעילה

ת משמעותית דינמיפעולות על הקבוצה ה ,עלות של מקום הבאות: (המדויק עצםבחיפוש ה) חיפוש

נתונים של הכאשר מבנה , עץ חיפוש מאוזן היא חסם עליון על זמן החיפושהיתרון של . יותר זולות

 .זמן הממוצעהמבטיח רק את  גיבוב

 מסוים תחוםב עצםמציאת ה

קוד זיהוי   ל המטוסים בעליכיית מציאת מטוס במרחב לבעיה של סימון ניתן להרחיב את בע

 .נדרש למצוא את כל המטוסים ששייכים לטייסת מסוימת, דוגמאל. שנמצא בתחום מסוים



 
 עקיבה אחר מטרות מוטסות בעזרת מבני נתונים מרחביים                                                    (11222)עבודה מסכמת במדעי המחשב 

 

31 

 

בהינתן   :הוגדרה לעילש (window query)בעיה זו היא בעצם שאילתת חלון 

],[...],[],[ 2211 dd

d ulululI ,  0{יש למצוא את.|{)(  GoIoIWQ dd. 

 עץ חיפוש

[BKOS2000]  עבור מתאר את הפתרוןd=1. 

:},,...,{את קבוצת העצמיםנגדיר  21 npppP  . נבנה עץT עלים יכילו את המפתחות של הכך ש

  .פיצול שנועדו לעזור לחיפושהערכי את פנימיים יכילו הצמתים הו P יםמעצה

 

 .  d=1 ש תחומיםתאור עץ חיפו :42איור 

כאשר . vx -כ vצא בצומת מפיצול שנהערך נגדיר את . [BKOS2000] -נלקח מ 41איור 

המפתחות של כל : ולהיפך vx -קטנים מvשמאלי של העץ -ים בתתמעצהמפתחות של כל ה

 נתונהנניח : פעולת החיפוש עובדת בצורה הבאה. vx -גדולים מvעץ ימני של-בתתים מעצה

]:'[הקטע על  שאילתה uu .עצםאם נחפש את ה u,  החיפוש יסתיים בעלה , חיפוש הובהתאם

]:'[פעולת החיפוש תחזיר את כל העלים שנמצאים בין . '-יסתיים ב u' עצםאחרי ה  . 

. 81 -ו 22החיפוש יסתיים בצמתים  ,[20:75]בין העצמים הייתה למצוא את  שאילתהאם ה, למשל

ערכים הצת כדאי לציין שקבו. [23,30,37,59,62,70]: תחזיר את הערכים שאילתהה

אבל הערכים . 81 -ו 22היא כללה גם את : דולה ממה שדווח בפועל גהפוטנציאליים הייתה יותר 

 .אלו נפלו על בדיקה של צורת החלון

 : [BKOS2000]הם d=1 תחומים עבורבחיפוש העץ של  וביצועי

 עלות פעולה

2)( גודל מבנה הנתונים nOn  

log)( שאילתהזמן ביצוע  nO 

log)( מחיקה/זמן ביצוע הכנסה nO 

)log( זמן בנייה של המבנה כולו  nnO 
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 SAMפעולות 

 רווחיםמציאת 

מי הם המטוסים שהיו בעקיבה בחלון זמן : מנתח תמונה אווירית עשוי להתמודד עם בעיה נוספת

חדירה לתחום האווירי בזמן מסוים יכול להיות מאוד חשוב  אם ידוע שהייתה, לדוגמא. מסוים

 .לדעת אילו מטוסים היו בזירה בזמן הסמוך לזמן החדירה

 עץ רווחים

 הוא d=1 -כזה ב עצםל דוגמא. ים שהם יותר מורכבים מנקודהמעצמטפלים ב SAMבפעולות 

אילו : שאילתת דקירהאחת הבעיות שיכולות להיות היא . (closed interval)רווח סגור על הקו 

בעל צורה  o'בהינתן עצם , שאילתה זו היא בעצם שאילתת הכלה. qרווחים מכילים את הנקודה 

dEGo '.   יש למצוא את}..'.|{)'( GoGoGoooCQ . 

[BKOS2000]  נגדיר את . לבעיה זו בצורה הבאהמתאר את הפתרון

]}',[],...,',[],',{[ 2211 nn xxxxxxI  . מבנה הנתונים המוצע הואinterval tree רווחים ץע.  

 
 

 .תאור הבעיה :49איור 

נקודות הקצה  2nמתארת את נקודת החציון של  midxנקודה ה. [BKOS2000] -נלקח מ 43איור 

 :מבנה הנתונים המוצע מוגדר בצורה רקורסיבית. של הרווחים

 אז העץ הוא עלה,  Iאם 

 ,אחרת

 :שלוש קבוצותנגדיר 

}:]:{[:

}:]:{[:

}:]:{[:

'

''

''

midjjjright

jmidjjjmid

midjjjleft

xxIxxI

xxxIxxI

xxIxxI







 

 ,midxשיכיל ערך  vאז העץ יכיל צומת שורש 
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. rightIיכיל את  ,בהתאם ,ימניה עץ-תתהו, leftIעל חים והרואת עץ  יכיל vלי של אשמהעץ -תתה

העץ שמתקבל הוא סוג של עץ בינרי כאשר . midIאת מבנה שיכיל את  vל צומת נשייך לכ ,כמו כן

כאשר מתקבלת נקודת : השאילתה תתבצע בצורה הבאה. כל אחד מהצמתים מחזיק מבנה מורכב

וממשיכים לבדוק את  midx  -או שמאלית יחסית ל נמצאת ימניתהיא בודקים האם , xqדקירה 

midxההיגיון מאחרי זה הוא שאם . עץ המתאים-תתה xq , אז כל הרווחים ששיכים ל-rightI 

הרווחים אם , midIגם את קבוצת לבדוק אומנם יש  .xq -ולכן גם ימנית ל midx -נמצאים ימנית ל

ידוע שכל אחד מהרווחים וון שמשימה זו קלה יותר כי. שנמצאים שם מכילים את נקודת הדקירה

אם הרווחים מאוחסנים בצורה לכן . midIלפי הגדרת  midxמכיל את  midI-שנמצאים בתוך ה

, xqניתן לסקור אותם בצורה סדרתית משמאל לימין וברגע שיש רווח שלא מכיל את  ,ממוינת

, כמובן. להמשיך בבדיקהצורך אין נמצא שמאלית משאר הרווחים ולכן  xq -המשמעות היא ש

סרקו רק הרווחים יאי לכך י .מימיןאחת משמאל ופעם אחת ם פע: את הבדיקה יש לעשות פעמיים

 .kO)(זו היא הפעולה הלכן סיבוכיות ו ,שידווחו

[BKOS2000] של העץ הוא מקסימלימראה שהעומק ה)(log nO. 

 :[BKOS2000] הם d=1מקטעים העץ של הביצועים 

 עלות פעולה

 nO)( גודל מבנה הנתונים

log)( שאילתהזמן ביצוע  knO  

log)( מחיקה/זמן ביצוע הכנסה nO 

)log( זמן בנייה של המבנה כולו  nnO 

 

 .זיכרון משני

מוגבל  אומנם גודל זיכרון זה הוא, ראשי כל הנתונים מוחזקים בזיכרון ,בדוגמאות שתוארו קודם

  .ואם כמות הנתונים שיש לטפל בהם גדולה מאוד יש להשתמש בזיכרון משני לאחסון הנתונים

. דיסקעל הלכך היא בסיס נתונים שבדרך כלל מחזיק את כל הנתונים שלו  ביותר טובהה דוגמאה

שית בעזרת מערכת ניהול קבצים של מערכת ההפעלה או דיסק נעעל הגישה לנתונים ש ,בדרך כלל

 (record)יחידת בסיס שאליה נדרש להגיע היא בדרך כלל רשומה   .נתונים עצמוהבסיס של 

שגודלו קבוע  (page) עמוד זאת יחידת אחסון הבסיסית היא לעומת. להיות בגודל משתנה השיכול

נלקח  44איור  .היה יותר מרשומה אחתתכך יתכן בדרך כלל שבעמוד אחד , בכל מערכת ההפעלה

 http://blog.csdn.net/tangbomaozero/article/details/936680 -מ

http://blog.csdn.net/tangbomaozero/article/details/936680
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 .דוגמא לשימוש בזיכרון משני :44איור 

 ראשי את העמוד שמכיל את הרשומההכאשר נדרש לגשת לרשומה יש צורך לטעון לזיכרון  

. תמכניפעולה מאוד יקרה כי היא מצריכה פעולה משני היא בדרך כלל הגישה לזיכרון . הנדרשת

כרון ילכן משתמשים במנגנוני אינדוקס אשר אמורים להקטין משמעותית את כמות הגישות לז

 . [RG2003] -המשני כפי שמתואר ב

 B (B+-tree)+-עץ/ B (B-tree)-עץ

 IBM DB2, Informix ,Microsoft -למשל ב, +Bבעצי ש א שימואחת הגישות של האינדוקס הי

SQL Server ו- Oracle 8. 

 

 .B/B+ treeדוגמא לעץ  :43איור 

 .tails/6907598http://blog.csdn.net/p424671075/article/de -נלקח מ 45איור 

 :[CLR1990] היא הבאה Bההגדרה של עץ 

http://blog.csdn.net/p424671075/article/details/6907598
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 :שדות הבאיםהמכיל את  xכל צומת  .2

a. n[x] –  בצומת שמאוחסנים  ,מפתחות שכרגע בשימושהמספרx.  

b. המפתחות מסודרים בצורה מונוטונית לא יורדת 

][...][][ 21 xkeyxkeyxkey n 

 xci][: ניםמצביעים לצמתים הב n[x]+1נמצאים ( לא עלה)לכל צומת פנימי  .1

הכלל אומר . עץ הבן-מגדירים מהם הערכים שנמצאים בתת xkeyi][ערכים של ה .3

 ,של צומת האב xkeyi][של מפתחות שנמצאים בבן צריכים להיות קטנים מרכים עשה

1][ -אבל גדולים מ xkeyi .מפתח הראשון בצומת שורש ה: 45 לדוגמא באיורroot  הוא

81,  ][rootci מצביע על הצומתnode כולם קטנים מ. 11,31,61: שמכיל ערכים הבאים- 

81. 

 .hשהוא בעצם הגובה של העץ , באותו עומק יםנמצא יםעלהכל  .4

מספר שלם  כפונקציות שלחסמים לכמות המפתחות שכל צומת יכול להכיל מוגדרים ה .5

2t: 

a. 1שורש צריך להכיל לפחותהכל צומת חוץ מt מפתחות. 

b.  12כל צומת יכול להכיל לכל היותר t מפתחות. 

 :מסוים נעשית בצורה הבאה tבעל ערך  Bבנייה של העץ 

ברגע שכמות . ינתמכניסים ערכים לצומת השורש בצורה ממו. בהתחלה בונים את השורש

וחצי מהאיברים הגדולים מעבירים  (split)מבצעים פעולת הפיצול  ,tהאיברים בצומת עולה  על 

. צומת השניהמכניסים את הערך המינימלי של  ולאחר מכן בונים צומת חדש שלתוכ. לצומת חדש

ביצוע לאחר מכן ממשיכים למלא את הצמתים תוך כדי . היה השורש של העץכעת י צומת החדשה

 ,בשלב שבו מתמלא צומת השורש. איברים tפיצול כאשר צמתים מתמלאים ומחזיקים יותר מ 

 . יגרום ליצירת שורש חדש והגדלת עומק של העץ כולו והפיצול של

עץ -כדי לקבל החלטה לאיזה תת ,בכל צומת :בהבדל אחד בינרידומה לחיפוש בעץ  B-החיפוש בעץ

 .1ות ולא על אפשרוי nלעבור על נדרש  ,להמשיך

 עלות פעולה

 nO)( גודל מבנה הנתונים

)log( שאילתהזמן ביצוע  ntO t 

)log( מחיקה/זמן ביצוע הכנסה ntO t 

  

הרעיון הוא . כלומר הכנסת נתונים בחבילה, bulk insert-בבסיסי נתונים משתמשים לעיתים ב

ל העלים ואז כ בשיטה זו קודם ממלאים את. פיצול שהן יקרות יחסיתלחסוך בפעולות ה

 .ממשיכים לבנות את צמתי אב
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 (pointers) נמצאים מצביעים +B-ההבדל הוא שבעלים של עץ. B עץ מודיפיקציה שלהוא  +B-עץ

מבנה נתונים זה מהווה אינדקס של נתונים שנמצאים , כלומר, המאוחסן ולא מידע עצמו למידע

 .מחזיק את המידע עצמו בתוך העלים שלו Bעץ , לעומת זאת .[RG2003] אחרבמקום 

 (d = 2)  יממד-מרחב דו 6.3.8

 PAMפעולות  

 .מציאת נקודה במלבן

במקרה , לדוגמא. אחד הצרכים שקיימים הוא למצוא את כל המטוסים שנמצאים באזור מסוים

 . של נחיתת חרום רוצים לשנות נתיבים לכל המטוסים שנמצאים בסביבה

 .Kd (Kd-tree)-עץ

היא ההרחבה של מציאת  שאילתהמציאה של הנקודות שנמצאות בתוך המלבן של ההבעיית 

: זו היא מאוד גדולה בעיהשל  החשיבות. ם אחרות שאילתת חלוןאו במלי, נקודה בתוך הקטע

 סוללות חלופיןתעופה או להלמשל למצוא את כל שדות , יםגאוגרפיים מעצפתרונה מאפשר חיפוש 

שנמצאות פקח מוניות יכול לאתר את כל המוניות . נמצאות באזור של המטוס שטס הא "תק

אחד אי אפשר  ממדברור שבמקרה של יותר מ. באזור הלקוח שביקש שירות ועוד דוגמאות נוספות

-יש צורך להציע מבנה נתונים שממוין בו. אחד ממדלהיעזר במבני הנתונים שבנויים על מיון ב

 .ותקואורדינטה יתזמנית לפי ש

 .kd-tree  [BKOS2000] -מקובלים הוא שימוש בהאחד הפתרונות 

נתונה קבוצת נקודות : הבעיה מוגדרת בצורה הבאה

)},(),...,,(),,({: 222111 nnn yxpyxpyxpP  , שייכות להנדרש למצוא את כל הנקודות-P 

:]:'[]:'[ונמצאות בתוך מלבן  yyxxQ  . לפי הבעיה היא שקל אומנם למיין את הערכים

תקפה לגבי לא חלוקה זו בכלל מרחבים אבל -קואורדינטה מסוימת וכך לחלק את המרחב לתת

הוא לבצע בכל  kd-tree-הפתרון המוצע ב. לוקה לא תהיה תקפהחהקואורדינטה השנייה ואז גם ה

שלו מנהלות עץ הזוגיות יש עץ שכל הרמות , כלומר, קת המרחב לפי קואורדינטה אחרתושלב חל

 .yקואורדינטת זוגיות לפי -וכל הרמות האי, xקואורדינטת  חיפוש לפי

 :האלגוריתם של בניית העץ הוא רקורסיבי 

 .depth  וכחי של העץנהואת העומק  Pרשימת הנקודות את בכל שלב מקבלים 

 ,יש להחזיר עלה שמכיל את הנקודה ,כולל רק נקודה אחת Pאם 

 :אחרת

 (:xת קואורדינטעבודה על )אם העומק הוא זוגי 

 .Pשל  xות קואורדינטם נקודת חציון של כל ימוצא

חציון ואז מקבלים שתי השעובר דרך נקודת   l אנכי מחלקים את כל הנקודות בעזרת קו

 .לימינו2P -משמאל לקו ו 1Pתת קבוצות 

 (:yת קואורדינטעבודה על )זוגי -אם העומק הוא אי

 .Pשל  yות קואורדינטם נקודת חציון של כל יאמוצ
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חציון ואז מקבלים שתי השעובר דרך נקודת   l אופקי מחלקים את כל הנקודות בעזרת קו

 .מעליו2P -לקו ו מתחת 1Pקבוצות -תת

),1(בונים תת עץ  1  depthPeBuildKDTrevleft 

),1(בונים תת עץ  2  depthPeBuildKDTrevright 

ימני העץ -תתהיהיה  rightv-שמאלי שלו והעץ -תתהיהיה l  ,leftvאת הקו  שמכיל vבונים צומת 

 .שלו

 .vצומת המחזירים את 

 .PeBuildKDTreKDTree),0(י הפעלה של"מתחילים את האלגוריתם ע

 

 .kd-treeשל  גאומטרימודל ההתאור של  :49איור 

 .[BKOS2000]מבוסס על  46איור 

ה קואורדינטהאלגוריתם עבד על ה ,בשלב ראשון. נקודות 21בעל   Pבאיור אפשר לראות שהתקבל 

x .5נבחרה נקודהp, 1דרכה עבר קןl ,1 :קבוצות-שחילק את הנקודות לשתי תתP משמאל לקו ו- 

2P1לאחר מכן האלגוריתם הופעל על  .לימינוP , 2נבחרה נקודהp 2אופקיהודרכה עבר הקוl , וגם

 .וכך הלאה 2lודרכה עבר קו אופקי 7pשם נבחרה נקודה , 2Pעל 

 :ראה בצורה הבאהינתונים זה ימבנה 

 

Q 
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 .בצורת עץ kd-treeהצגת  :47איור 

ושאר הצמתים את הקווים  Pכל עלה מחזיק את הנקודות של  .[BKOS2000] -נלקח מ 47איור 

וימני  2lהבן השמאלי את  ,1lשורש של העץ מחזיק את הקו למשל ה, המתאימים לאיור למעלה

עבור , למשל. vי צומת "שמתאר את האזור שמוגדר ע region(v)אפשר להגדיר מושג . 3lאת 

, 9lשמחזיק את  vומת זאת עבור הצ לעומת. מתאר את כל המישור  root ,region(root)השורש 

region(v)  1י הקווים "שמוגבל עמתאר את האזורl,3l,6l,9l . אפשר לראות באיור למעלה

 מצאות בעלים שהם הצאצאים שלננקודות אלו  לכן, נמצאות באזור זה 7p -ו 6pנקודות שה

הגבוה ביותר  vיש למצוא את צומת , Q מלבנית שאילתהתשובה להניתן להגיד ש, אם כך. vצומת 

 ()region -שולכן תהליך החיפוש יהיה לעבור על העץ דרך הצמתים  כך . Qכך שכולו נמצא בתוך 

 .Qמלבן השלהם יחתוך את 

אזורים הבאים כן חותכים האבל  ,Q שאילתההזאת אף אזור לא נמצא כולו בתוך מלבן הבדוגמא 

)(אומנם אף אחת מהנקודות של . 1l,3l,6l,7l,9l :אותו 7lregion לא נמצאת בתוךQ ,לעומת 

)(של האזור7p -ו 6pזאת הנקודות 9lregion6לכן התשובה תהיה, כן בפניםp 7 -וp. 
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 :[BKOS2000]הם kd-tree (d=2)עץ של  ההביצועים 

 עלות פעולה

 nO)( ל מבנה הנתוניםגוד

)( שאילתהזמן ביצוע  knO  

log)( מחיקה/זמן ביצוע הכנסה nO 

)log( זמן בנייה של המבנה כולו  nnO 

 .במקרה זה הוא לא לוגריתמי שאילתההביצוע יש לציין שזמן 

 SAMפעולות 

 .מסביב לנקודה נתונהמצולע מציאת 

נדרש , לדוגמא. ישנו מטוס ונדרש להבין באיזה אזור הוא נמצא: בעיה היא הפוכההלפעמים 

המטוס  אםצורך להתריע הסיבה נוספת יכולה להיות . א שייךובקרה ה/פיקוח אזור הזילהבין לא

 .אסורהנכנס לאזור 

 .(Quadtree)עץ רביעים 

 .PointQueryכזו היא מסוג  שאילתה

 .pשמכילים את נקודת  מצולעיםדרש למצוא את כל הנ

 

 .[H2007] שאילתהל דוגמא :40איור 

 .[H2007] עץ רביעיםאחד הפתרונות המקובלים הוא שימוש ב .[H2007] -נלקח מ 48איור 

 .[BKOS2000] בנים 4הוא עץ שבו לכל צומת פנימי יש בדיוק עץ רביעים 
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 .עץ רביעיםל דוגמא :46איור 

 .faculty/rnodes/smui/parex.htmlhttp://jcsites.juniata.edu/נלקח מ  42איור 

מערב -דרום -ו NWמערב -צפון, SEמזרח -דרום, NEמזרח -צפון: אפשר לקרוא לבנים בשמות

SW .בעל אורך ריבוע אומר שצומת השורש מייצג  גאומטריהרעיון הs שמכיל את כל אזור העניין .

ך אורבצלע בעל כל אחד  ,ריבועים זהים 4 -ל vניתן לחלק את הצומת 
2

s
כאשר כל אחד . 

 4 -במידת הצורך ניתן לחלק גם את הבנים ל. vמהריבועים החדשים הוא בעצם הבן של הצומת 

 .כל אחד ריבועים-תת

 
 .ריבועים-לחלוקה לתת דוגמא :38איור 

-נלקח מ 51איור 

tructuresAndDataModels/en/html/http://geodata.ethz.ch/geovite/tutorials/L2GeodataS

unit_u2Raster.html. 

מוגדר נניח שריבוע : תראה כך הריבוע בתוך Pעבור קבוצת נקודות  Quadtreeההגדרה של 

:]:[]:[: בצורה הבאה ''

 yyxx  

http://jcsites.juniata.edu/faculty/rnodes/smui/parex.html
http://geodata.ethz.ch/geovite/tutorials/L2GeodataStructuresAndDataModels/en/html/unit_u2Raster.html
http://geodata.ethz.ch/geovite/tutorials/L2GeodataStructuresAndDataModels/en/html/unit_u2Raster.html
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  אםP אז העץ יכלול צומת אחד בלבד  ,ותכולל רק נקודה אחת או קבוצה ריקה של נקוד

 .ואת  Pכלול את יש

  אםP אז נגדיר את  ,כולל שתי נקודות או יותרSWSENWNE  עים יכארבעת הרב,,,

נגדיר . של 
2

:;
2

:
''

 yy
y

xx
x midmid





 ואז נגדיר תת קבוצות שלP  בצורה

 :הבאה

o }:{: midymidxNE ypandxpPpP  

o }:{: midymidxNW ypandxpPpP  

o }:{: midymidxSE ypandxpPpP  

o }:{: midymidxSW ypandxpPpP  

שמכילים  SW -וNE ,SE,  NWבנים ה תוארבע ריבוע הלעץ יהיה בשלב זה שורש שמכיל את 

 .SWP -ו NEP, SEP, NWPנקודות המתאימות העים המתאימים ואת יאת הרב

לכל  ,נהישארתעים יעים עד שבכל אחד מהרביבניית העץ תתבצע בחלוקה רקורסיבית של הרב

 .שתי נקודות ,היותר

[BKOS2000]  יכול להיות מקסימלישגובה העץ המוכיח)
2

3
)(log( 

c

s
O . 

 :הם הבאים  Quadtreeהביצועים של  [BKOS2000]לפי 

 עלות פעולה

))1(( גודל מבנה הנתונים ndO  

 dO)( שאילתהזמן ביצוע 

 dO)( מחיקה/זמן ביצוע הכנסה

))1(( זמן בנייה של המבנה כולו  ndO  

 .העץשל  מקסימליהוא העומק ה dכאשר 

מראה שיטה לבניית צמתים נוספים כך  [BKOS2000]. העץ שמתקבל עשוי להיות לא מאוזן

))1((צמתים ועלות ביצוע של איזון העץ הוא  nO)(יכיל ושהעץ יהיה מאוזן  ndO . 

 :אשמכילים את הנקודה הוא הב מצולעיםמביא לבעיית מציאת ה [H2007] -הפתרון ש

כמו כן . שחותכים את  מצולעיםשמכילה את כל ה conflict_listרשימה  נגדיר ריבוע  עבור

  conflict_listאורך של שבמידה . לריבוע מקסימליה  conflict_list-נגדיר פרמטר של אורך ה

עבור כל אחד מהריבועים  conflict_listויבנה  רבעים החורג מפרמטר זה אז הריבוע יחולק לארבע

 .Quadtree-יבנה צומת ביעבור כל אחד מהריבועים . בניםה
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לאחר מכן יש לעבור . את נקודה זושמכיל  quadtree-ב יש למצוא את הריבוע  pבהינתן נקודה 

שמכילים את  מצולעיםויש לדווח את השל   conflict_list-שנמצאים ב מצולעיםעל כל אחד מה

 .pהנקודה 

 

 .עץ שנבנה על מנת לענות על השאילתות :31איור 

 .[H2007]מבוסס על  52איור 

 

  .מלבן נתוןמסביב ל מלבןמציאת 

 .R (R-tree)-עץ

 .מדובר בשאילתת הכלהרווחים כמו במקרה של חיפוש 

 . R-tree [G1984] ,[BKSS1990],[AE1997] -נות המקובלים הוא שימוש באחד הפתרו

-רב מצולענמצא  של כל צומת מפתחבכאשר  B+-עץמבנה הנתונים עצמו מתבסס על בשיטה זו 

 MBR הקטן ביותר מצולעהוא בעצם ה של הצומתמפתח ה מצולעפנימיים ההבצמתים . יממד

(Minimum Bounding Rectangle) שנמצאים בצמתים הבנים של  מצולעיםל האת כמקיף ה

. מיםעצשמקיף את ה (האינדקס) מצולעמכילים במפתח את ה, זאת לעומת, העלים .צומת ואות

 .ים האמיתייםמעצה העלים מצביעים על ,B+-treeמכיוון שמדובר בעץ מסוג 
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 .R-treeתאור של  :32איור 

 http://zamotivator.dreamwidth.org/308533.html -נלקח מ 51איור 

למשל . אחד את השני בצורה היררכית לפי מה שכתוב בעץ מכילים מצולעיםבאיור ניתן לראות שה

R1  מכיל אתR3 ו-R4 .R3    מכיל אתR9 ו- R10 ,זאת  לעומתR4  מכיל אתR11 ו- R12. 

 :[BKSS1990]מוגדר בצורה הבאה  R-עץ

]2,/2[ -ו, איברים שיכולים להיות בצומתהמספר המקסימלי של שהוא  Mבהינתן מספר  Mt ,

 :תכונות הבאותה R-לעץ אז

 .אחרת הוא עלה, לשורש לפחות שני בנים .2

 .חוץ מהשורש שיכול להחזיק פחות מזה, צמתים בנים M -ל tלכל צומת פנימי בין  .1

 .איברים M -ל tכל עלה חייב להחזיק בין  .3

 .כל העלים צריכים להופיע באותה רמה .4

 :[BKSS1990] יעל את החיפושיישנם מספר שיקולי אופטימיזציה שעוזרים ל

 ךתיחס שאילתהכך בזמן ה, מלבן החוסם רצוי שיהיה קטן ככל האפשרההשטח של  .2

מלבן החוסם השל מסלולים נוספים בתוך העץ בעקבות חיתוך שווא בין  מיותרתסריקה 

 .שאילתהשל האינדקס השגוי ומלבן ה

ת יחסכו סריקויכך גם , מלבני האינדקס צריכה להיות קטנה ככל האפשרהחפיפה בין  .1

 .מיותרות

http://zamotivator.dreamwidth.org/308533.html
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בעל  מצולעה ,שטח נתוןעבור , ידוע כי. היקף מלבן האינדקס צריך להיות קטן כפי האפשר .3

ים לתוך מלבן האב מאשר עלהכניס ריבויותר קל .  ריבועהוא  ביותר קטןהההיקף 

 .אחריםהמלבנים ל

 .גודל מבנה הנתונים צריך להיות קטן ככל האפשר .4

 :[G1984] תהליך החיפוש מוגדר בצורה הבאה

 :אז ,S שאילתהומלבן  Tבהינתן עץ עם צומת השורש 

 .Sשנחתכים עם  מצולעיםולמצוא את ה Tיש לעבור על כל האיברים בצומת  .2

 .עץ המתאים-יש לבצע חיפוש רקורסיבי לתת Sעבור כל מפתח שנחתך עם  .1

ים שנשמרו מעציש לדווח את ה Sעבור כל מפתח שנחתך עם  אז ,אם הצומת הוא העלה .3

 .Sזה ומקיפים את המלבן  י מפתח"ע

 .Sהיא מקרה פרטי של מציאת מלבן שמכיל מלבן  ,שהיא מציאת מלבן מסביב לנקודה שאילתהה

 :איבר חדש לעץ תתהליך הוספ

 .שנדרש להכניס אותו עצםחוסם ל ןיש למצוא מלב .2

את העלה כך  הרעיון הוא למצוא. יש למצוא את העלה שאליו נדרש להכניס את המלבן .1

ל המלבנים שלו יכלול גם את המלבן החדש אז הוא יגדל בצורה מכיל את כשאם מלבן ה

 .היה מינימלי יחסית לשאר העליםומר יחס השטח לפני ואחרי ההכנסה יכל,  מינימלית

הוספה לא תגרום האזי  ,לשהון החדש מוכל במלבן קיים של עלה כברור שאם המלב

 .אופטימלית הלהגדלת השטח ותהי

אז צריך לעשות פעולת  ,M-חורג משל העלה ואם גודלו , ש לעלהחד מצולעיש להוסיף  .3

 .יתכן שכתוצאה מהפיצול כל העץ יגדל ברמה אחת, B-העולה בדומה לעץ פיצול

( או צמתים במקרה של הפיצול)אבות הצומת ל ש מלבנים החוסמיםיש לעדכן את ה .4

 .שהשתנו

מבצע מחיקה של האינדקס האלגוריתם , החוסם משתנה בעקבות הוספת בן חדש מצולעכאשר ה

 .מחדש ברמה זו תווהכנסחדש  מצולעחישוב , הקיים

פעולה זו , כעיקרון. splitנתונים היא פיצול הצמתים השמתבצעת במבנה  ביותר כבדהההפעולה 

 Mכלומר יש בו , הקיבולת שלו תכאשר אחד הצמתים מגיע למכס.  B-היא חלק מהפעולות של עץ

 .אז נדרש לפצל את הצומת כך שכל ההגדרות של העץ יישמרו ,ד איבראיברים ונדרש להוסיף לו עו

שטח העל יש גם להתייחס לשיקולי האופטימיזציה שהוזכרו קודם כגון שמירה  R-עצי במקרה של

פיצול היא לקבץ את כל האחת המטרות של פעולת , לכן. MBR-של כל אחד מה מינימליה

 . מינימלים של כל אחת מהקבוצות יהיה המלבנים לשתי קבוצות כך ששטחם של מלבן חוס
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 .לפיצול דוגמא :39איור 

 .[G1984] -נלקח מ 53איור 

פתרון . אופטימליהרכב הקבוצות העבור על כל האפשרויות ולבחור את הפתרון הטריוויאלי הוא ל

 .  זה יהיה בעל סיבוכיות מעריכית

[G1984]  היריסטי מציע פתרוןPickSeeds  שאמור לעבוד בסיבוכיות של)( 2nO, אינוהוא  אך 

מלבנים ההרעיון של האלגוריתם הוא למצוא את זוג . ות בבחירת הקבוצותאופטימלימבטיח 

בהמשך כל . שיבזבזו הכי הרבה שטח אם יהיו באותה קבוצה ואז להפריד אותם לשתי קבוצות

ויוכנס לקבוצה שהגדלת השטח תהיה  כל אחת מהקבוצותבדק מול ימלבנים הנותרים יאחד מה

בחירת שני . תמקסימלית ואילו היה נכנס לקבוצה השנייה אז הגדלת השטח הייתה מינימלי

 נוסחאמלבנים הראשונים נעשית לפי הה

(81)    )Re2()Re1()( ctEareactEareaRaread  

סם את זוג המלבנים הוא מלבן חו R -מתוך הקבוצה שיש לפצל והם זוג מלבנים  E2 -ו E1כאשר 

 .מקסימלייהיה  d -כך ש E2 -ו E1יש לבחור את  ;אלוה

[G1984]  כאשר תהליך בחירת המלבנים הראשוניים של כל אחת  לינאריגם אלגוריתם מציע

. יםממדבכל אחד מהביותר מרוחקים ה מצולעיםבוחרים שני : מהקבוצות הוא עוד יותר חלש

[BKSS1990]  שנקרא נוסף נארילימזכיר אלגוריתם פיצול Greene Split .מתבסס  אלגוריתם זה

 . על בחירה של ציר החלוקה בין הקבוצות

 :[ABHY2004]הביצועים של מבנה נתונים זה הם 

 עלות פעולה

)/( גודל מבנה הנתונים MN 

log)( שאילתהזמן ביצוע  kNO M  

log)( מחיקה/זמן ביצוע הכנסה NO M 

מספר המינמלי של מלבנים ההוא   M,הנשמרים במבנה הנתונים היא כמות המלבנים  Nכאשר 

 .שאילתהשישלפו ב מצולעיםהיא כמות ה k -ו  ,בצומת

חיפוש המבצע את שאילתת  ,שאילתהה מצולעמכילים את ה ,מצולעיםההפתרון של מציאת 

 .[G1984] -בסיסית כפי שהוגדרה לעיל ותוארה בה
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 Nearest neighbor – ניהול מידע עבור מטרות מוטסות

Voronoi diagram 

אחד המרכיבים של תהליך העקיבה הוא תהליך שיוך של מדידות  ,כפי שראינו בפרקים הקודמים

צורה מכרעת על הביצועים של תהליך ב המשפיעמידת היעילות של השיוך . ים הקיימיםמסלולל

נפוצות לבחירת המדידה הדרכים ה תראינו שאח. MTTריתם גולאבבמיוחד אם מדובר , העקיבה

היא הבאה  NNההגדרה של בעיית  .Nearest Neighbour (NN)א שימוש בשיטת הי

[AMNSW1994] : 

נדרש לבצע עיבוד מקדים כך שבהינתן נקודת  ,X המטרינקודות במרחב  nשל  Sבהינתן קבוצה 

בעיה  זו . q -הקרובה ביותר ל S -הנקודה השייכת לעל בצורה יעילה ניתן לדווח   Xq שאילתה

 .מוכרת גם בשם של בעיית סניפי הדואר

 .[ABHY2004], [L1982] וורונוי תאחד הפתרונות לבעיה זו הוא שימוש בדיאגרמ

},,...,{בהינתן קבוצת נקודות  21 NqqqS 2מישור בR תי נקודות מוגדר כמרחק בין שהכאשר-

22 )..()..(),( yqyqxqxqqqd jijijip  או 

)..,..max(),( yqyqxqxqqqd jijiji  .נגדיר את),( ji qqh של כל  גאומטריכמקום ה

י "מישור שמוגדר עהוזה יהיה חצי  jq-מאשר ל iq -הנקודות שקרובות יותר ל

)},(),(|{),( rqdrqdrqqB jiji  .של כל הנקודות שקרובות  גאומטריואם כך המקום ה

)(),(הוא S -נקודות בהמאשר לשאר  iq-יותר ל ji
ji

qqhiV

 שחוצים  יםווגבולותיו יהיו הקו

קראו יקראו נקודות וורונוי והקשתות ייתקבל ימש מצולעהקדקודים של . בין חצאי המישורים

 .קשתות וורונוי

 

 
 .נקודות 19אגרמת וורונוי עבור לדי דוגמא :34איור 

 -נלקח מ 55איור 

http://par.cse.nsysu.edu.tw/~homework/algo01/8834809/VoronoiD.htm 

 :הוא pהאלגוריתם למציאת הנקודה הקרובה לנקודה 

http://par.cse.nsysu.edu.tw/~homework/algo01/8834809/VoronoiD.htm
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 מצולעלזהות את ה  plשאליו שייכת הנקודה. 

 להשוות את המרחקים מהנקודהp   לכל הנקודותq נים של שכה מצולעיםשנמצאות בpl. 

  נקודההלבחור אתq  מרחק ממנה להש-p   מינימליהוא. 

[L1982] אבל ניתן להשתמש בשיטות  ,שמכיל את הנקודה מצולעלא מתאר את הדרך למציאת ה

  .R-עץלמשל שימוש ב ,שתוארו למעלה

 :[L1982]לפי 

 עלות פעולה

 NO)( גודל מבנה הנתונים

log)( שאילתהזמן ביצוע  NO 

log)( מחיקה/זמן ביצוע הכנסה NO 

)log( זמן בנייה של המבנה כולו  NNO 

 

בשיטה זו בהינתן  .Quadtree -א שימוש ביה [BKOS2000]  י"הדרך האלטרנטיבית שמוצעת ע

  q שאילתהנקודת 

 מזהים את העלה אליו הוא שייך. 

 (המזרחי והמערבי, הדרומי, הצפוני)א את ארבעת השכנים של התא מנסים למצו. 

 את השכן שהמרחק ממנו עד לנקודה  בוחריםq הוא הקטן ביותר. 

[BKOS2000] 1( -ב הרצה שאילתהשאפשר לעשות  טוען( dO כאשר)
2

3
)(log( 

c

s
Od . 

י האליפסה "ת עגאומטרילולים מיוצגים גם המדידות וגם המס ,כפי שראינו בפרקים הקודמים

במקרה כזה נדרש למצוא את השכן הקרוב ביותר כאשר לפחות אחד . בגלל שגיאות המדידה

 . י אליפסה"הצדדים מיוצג ע

 צריכותהמסלול ושל המדידה של האליפסות  ,אם נניח שכדי שהמדידה תהיה רלוונטית למסלול

 :שיטה הבאההניתן להציע את  .להיחתך

  מלבן חוסם לאליפסות של המסלוליםנבנה. 

 בעץם יננשמור את כל המלב-R. 

  נבנה מלבן חוסם שאילתהעבור כל אליפסת. 

 שאילתהנשלוף את כל המלבנים שחותכים את מלבן ה. 

  ואחת האליפסות שיישלפו שאילתההמורכב מאליפסת ה ביותר קרובהזוג הנבחר את. 

 .גדיל את מלבן חוסםשל המטרה כדי לה ההצפויניתן להתחשב בהתקדמות 

ולבצע שאילתת חלון מסביב למדידה ושוב לבחור את  kd-tree -אפשרות אחרת היא להשתמש ב

 .האליפסה הכי קרובה בין התוצאות המתקבלות
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 סיכום 7

 :רות זזות הינה בעיה מורכבת ממספר שלביםעקיבה אחרי מטהבעיית  ,כפי שתואר בעבודה זו

 גילוי ואיכון. 

 ת ידועותשיוך המדידה למטרו. 

 עקיבה וניהול המטרות. 

אמצעי המדידה הם  ,מצד אחד ,אלו נדרש להתמודד עם המציאות שבההכל אחד מהשלבים 

נמצאים בתוך הקונפליקט בין חוסר גילוי של המטרות  לעתיםו, םמוגבלים ביכולת הדיוק שלה

ישנם  ,ישנמצד . (False Alarm – Miss Detect)תראות שווא הגילוי יתר והמצאת  לעומת

 ,אומנם ,ניתן. 'דיוקי מדידה וכו, משאבים מוגבלים שמכתיבים ספים עליונים ליכולות חישוב

מערכת תהפוך ללא כלכלית ובסופו האבל אז  ,לשפר את הספים ,בהשקעת משאבים משמעותיים

 שגיאות נהייהתטי ובכל מקרה לא ניתן להגיע למצב שבו לא תאורשל דבר תישאר בגדר פתרון 

את  קירוב למציאות ואינו מסוגל לתאר בצורה מלאה הינותהליך של בגלל שכל מודל  ,בכלל

במציאות . יממד-איכון דובבר ומד ,תוארהמבמקרה של תהליך איכון המודל , דוגמאל. התהליך

 ,ת מאי דיוקים בפרמטרים רבים כגוןהטעויות במדידה נובעו: במדידות לא מדויקותמדובר 

שגיאות באמצעי מדידה ורבים , הפרעות, שמשתנה בתווך שונה האורמהירות , מיקום החיישנים

    .אחרים

 ,אידךאבל מ ,מחד ,קרובה ביותר למציאות א לתאר את התהליך בצורההמודל היהמטרה של 

התוצאה היא . להישאר פשוטה מספיק כדי לממש אותה באמצעים העומדים לרשות המפתחים

בעל מספר כתהליך  המערכת בנויהמכיוון ש. דיוק שהמודל הוא סטטיסטי ולכן יש לו מגבלות

. עוברת לשלב הבא ומשפיעה לרעה על התוצאות ,בשלב מוקדם מתרחשתכל שגיאה ש ,שלבים

תהליך העקיבה היא נתון הסתברותי ויש סיכוי שתדווח תוצאה תוצאת  ,שלעילבגלל כל הסיבות 

כלומר אזור במרחב , דאותוה-איהפסת ישערוך המקום וגם אל: תוצאת האיכון היא. שגויה

אם נגדיל את האזור עד אין סוף נוכל . שהסתברות שהמטרה תהיה בתוכו גבוהה מסף מסוים

אם . די נמוכה זאתשל קביעה  הלותייעיחד עם זאת , שהמטרה נמצאת בתוך האזור ודאותבלומר 

ך לקבל את כלומר נצטר, האיכון שגיאתהסתברות של  רנגדיבעצם  ,האזורנגדיר מגבלה על גודל 

העובדה שבאחוז מסוים מהתוצאות המטרה לא תהיה מוכלת באליפסה המדווחת על כל 

, לבן גאוסיאנימודל של שגיאת המדידה הוא רעש הבדרך כלל . שכזושגיאה המשמעויות של 

 :שימוש במודל זה נובע משתי סיבות. (unbiased)ת ללא סטייה נורמליכלומר מתפלג בצורה 

כל משתנה יכול )ים בעלי התפלגות כלשהי יסכום משתנים מקר ,רכזיגבול המהלפי משפט  .2

לכן ניתן להניח שתהליך . להתפלג בצורה נורמלית ףשוא( להיות בעל התפלגות אחרת

ם בעלי התפלגויות לא ידועות בסופו של דבר יתפלג ימקרי שמורכב מהרבה משתנים מקרי

 .תנורמליבקירוב בצורה 

פעולה לינארית על  תבחישובים בגלל שהפעלביותר  שימוש בהתפלגות נורמלית נוח .1

 .משתנה נורמלי משאירה את התוצאה להתפלג בצורה נורמלית

מטרה צריכה האומרת שה, Maximum Likelihoodפתרון בעיית האיכון מבוסס על שיטת 

לכן על מנת לאכן את המטרה יש לפתור , ביותר גבוההההסתברות הלהימצא בנקודה בעלת 
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. חישןי כל "קליטה בזוית שדווחה עהשמתארות את הסתברות  ,ותלינאריאות לא מערכת משוו

 מטרהשהביותר גדולה ההסתברות ההיא בעצם הנקודה עם  ,הנקודה שהיא מרכז האליפסה, לכן

 .בהתמצא 

ת מספר וקבלתה מובסוף כל שלב של סריק חישניםמערכת עקיבה מפעילה סריקה בעזרת ה

בעיה זו אינה . קיימותה של המדידה למטרות (association)שיוך ה לבצע בשלב זה עלי. מטרות

שיוך המדידות איכות . (clutter)של מפריעים  הימצאות הןריבוי המטרות ו הןבגלל  ,פשוטה

של השיוך  iטעות במחזור : האופי האינקרמנטלי של תהליך העקיבה בשללמטרות הינה קריטית 

החל מפתרון  ,מוצגים מספר פתרונותזו בעבודה . i+1הסתברות לטעות במחזור את התגדיל 

ומחליטה על השיוך רק  השערותשבודקת מספר  MHTשיטת ב ביותר וכלה קרובהשכן המציאת 

מסוימת ביצעה שיוך  השערהההנחה היא שאם . בשלב מאוחר יחסית אחרי מספר מחזורי סריקה

כפי . תיפסל השערההזה ותוך מספר מחזורים מועט ניתן יהיה לגלות את  אז ,בצורה מוטעית

כמות  ,שניצד מ. כך גם תשתפר האיכות של השיוכים ,שכמות המחזורים שנשמרים לאחור תגדל

בין איכות השיוך ליכולת  מסוימת לכן נדרש להגיע לפשרה, גדלה בצורה מעריכית השערותה

 .החישובית של המערכת

 ,גלל הסיבות שתוארו קודםב. שלב הבא במערכת העקיבה הוא בעצם השלב של העקיבה בפועלה

מטרות העקיבה . המטרה נמצאת היכןבצורה מדויקת  מתארתא למטרה לברור שמדידה ששויכה 

 :ייםתש ןה

 תתנועסלול שמתאר בצורה האופטימלית את את תוצאות המדידות למ" להחליק" .2

 .המטרה

 .סריקהההמטרה צפויה להימצא במחזור הבא של  היכןלהיות מסוגלים לשערך  .1

ת אלו נותנות אפשרות למערכות כגון מערכת הנחיית הטיל להתכוונן בצורה המיטבית לכיוון יכולו

השיטה שהוצגה בעבודה היא השיטה המקובלת של . המטרה וכך לשפר את הסתברות הפגיעה

Kalman-Filter הפרש בין הכלומר )סכום ריבועי השגיאות שמסלול כך העושה שערוך של ש

 .מינימלייהיה ( תאימה ששוערכההנקודה שנמדדה לנקודה המ

למשל מקובל להניח , תנועה הצפויה של המטרהההרעיון של השיטה הוא להגדיר את המודל של  

: יש להגדיר את השגיאה של המודל, כמו כן. שהמטרה בדרך כלל זזה בקו ישר במהירות קבועה

הטעות של המודל . י המודל אבל לא בצורה חדה מדי"ברור שמטרה יכולה לסטות מהקו שמוגדר ע

שגיאה המותרת היא האם  :יש קונפליקט תמידי כאןגם . מגדירה מה היא מידת הסטייה המותרת

הגדלה של  ,מצד שני. אז העקיבה לאחר מטרה מתמרנת כגון מטוס קרב תהיה לא נכונה ,קטנה

 .בשערוך המסלול ודאות-איהטעות המותרת למודל תגרום ל

 :לשיטה זו יש מספר מגבלות. 'כלכלה וכו, כגון רפואה רבים תחומיםבשיטה זו מקובלת 

שגיאה בשיוך המדידה : היא תלויה מאוד באיכות השיוך של המדידות ,כפי שנאמר קודם .2

 .עלולה לקלקל משמעותית את התוצאות

ותו עוקב יצטרך יתכן שא ,ןיתר על כ. נועהתהיש קושי בהגדרת מודל מדויק שמתאר את  .1

מטוס נוסעים גדול שטס במהירות שיוט : ופי תנועה שונהא ותמטרות בעל לעקוב אחר

וכמו כן  ,הגבוהות בהרבהמטוס קרב שמסוגל לטוס במהירויות , הקרובה למהירות הקול
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ברור . ש"קמ 311-111מבצע תמרונים מורכבים ומטוס קל שטס במהירויות של מטוס ה

 .שונים מאודמהמטוסים שמודלים של תנועה של כל אחד 

ישנם . השיטה לא עובדת ,נאריילאינו המודל שבמידה . ל מודל התנועהות שלינאריה .3

מודל ועובד יפה הזציה של לינארישעושה  EKFכגון , מספר פתרונות שמוצגים בעבודה

שבה שגיאת  UKFשיטה נוספת היא . אבל במקרים אחרים מתבדר ,בחלק מהמקרים

 .sample pointsדגימה  י נקודות"אלא ע ,המצב של המטרה מתוארת לא בצורה אנליטית

ברור ששימוש . החלק השני של העבודה מנסה להתמודד עם בעיית החיפוש של נקודה במרחב

מצד , ופסילה מוקדמת של נקודות אחרות ,של מציאת נקודות רלוונטיות מצד אחדון נוח נבמנג

 .תשפר משמעותית את תהליך השיוך וכך תשפר את כל מנגנון העקיבה ,שני

זו נעשית בעזרת תורת  ההגדר. פורמלימגדירים את בעיית החיפוש הכללי באופן  בשלב הראשון

מדדים . השוואתית בין שיטות השונות כמו כן מוגדרים מדדי האיכות לצורך בדיקת . הקבוצות

כמה פעולות יש לבצע על , זיכרון המחשבכלומר איך מיוצג , ודל החישוביותאלו תלויים בהגדרת מ

ת פורמלימוגדרים בצורה והמדדים  בעיית החיפושמכיוון ש. 'ים בזיכרון וכומנת להגיע לתא מסו

חסמים אלו ברורה כאשר המשמעות של . יםאופטימליצועים הביהניתן לשערך את החסמים של 

 .שזמן החישוביות הוא קריטי ,מתכננים פתרון למערכות

ת פורמלימתארים בצורה ים וכמו כן ינתונים מרחב יבשלב השני מגדירים דרישות כלליות ממבנ

 :הבאות בחנותהבהמשך מתוארים פתרונות לשאילתות כאשר נעשות . תמספר שאילתות אופייניו

 .יממד-י ביחס למרחב דוממד-שאילתות במרחב חד .2

 .למצוא נקודה ביחס לשאילתות שמחפשות אזור ןשאילתות שמטרת .1

 .זיכרון ראשי יחסית לזיכרון משני: הנתוניםאחסון מקום של  .3

 .שאילתות מתואר פתרון וכמו כן מוגדרים מדדי האיכות שלוכל אחד מהר עבו

בדרך כלל המאמרים ". קצה לקצה"של תהליך העקיבה ממטרת העבודה הזו היא לעשות סקירה 

א לחבר בין והאתגר של העבודה ה. מתמקדים בפתרון של אחת הבעיות שנמצאות בתהליך

ובעיות חיפוש  ,איכון ועקיבה מצד אחדבעיות סטטיסטיות של : הדיסציפלינות השונות

בכל פרק ניתן למצוא את הנוסחאות או . פתרון משולבלהציג וכך  ,ה חישובית מצד שניגאומטריו

את מצד שני העבודה מנסה לתאר . בודהעאת האלגוריתמים שניתן להשתמש בהם לצורך ביצוע ה

רות שלתת לקורא את האפככל האפשר על מנת  ,לא מורכבתהדרך לקבלת נוסחאות אלו בצורה 

ניסיון להביא למחנה נעשה בעבודה זו . להבין מה מסתתר מאחורי הנוסחאות והאלגוריתמים

 הןבמסגרת חיבורם לרעיון אחד משותף ו הן ,המשותף את המאמרים שעליהם היא מתבססת

 . משתנים שמופיעים בנוסחאותהמושגים והבעזרת בניית שפה אחת של הגדרות 
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9 Abstract 

The ultimate objective of a tracker of airborne targets is to estimate the movement 

trajectory of the objects that dwell in the area of the interest of the air space.  The 

results of the tracker will support the decisions that must be taken by the systems or 

the operators that are in charge of the air traffic in the area of interest. The tracker 

system has several challenges to deal with such as: the capability to detect the object 

in the clutter area, location of the objects and the actual estimation of the trajectory of 

each object. On the other hand, the system should be efficient enough in order to 

comply with various processing time limitations and still to be cheap enough in order 

to be competitive. 

Usually, the tracker system contains subprocesses such as sensors, locator and tracker. 

Since each of them is error prone due to its physical limitations, it is impossible to 

find exact solutions and it is necessary to estimate approximate results based on 

statistical methods. 

One of the main parts of the process is the association of the located detections during 

the system scan to already known targets. The association is done by searching for the 

best match between detections to the candidate tracks. It is obvious that the 

optimization of the search will improve the total performance of the tracker system. 

The problem of "searching for an object" has been studied for many years and the 

lower bounds for the search algorithm have been calculated. The field of 

computational geometry presents classes of data structures, called spatial data 

structures, which provide an efficient way for object search in multidimensional 

spaces. 

The objective of this work is to present the tracker system by reviewing several 

solutions for location and tracking algorithm, which were developed during the last 

decades. The second part of the paper surveys several spatial data structures that may 

be used as indexes for the searching problems. For each of the data structures its 

performance is presented. 
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